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第一章 判断和命题

数学自古以来也称为算学，我们已经学习了不少关于计算的方法和知
识。不过，数学对现代社会产生重要影响，不仅仅由于计算，还在于数学给
我们提供了思考问题的精确方法。

上一本书中，我们学习了代数，也就是用字母等符号代替数字来思考
的方法。通过用字母代替具体的数字，我们从繁多的运算和关系中抽出我
们想讨论的性质和问题。我们说，考虑抽象的概念、性质和问题，是数学的
根本任务。具体如何处理这些概念、思考这些问题呢？千百年来，数学家积
累了一套思考的经验方法，总结出可行的规律，称为思理。掌握了思理，我
们才能正确地思考，正确地处理抽象的概念和性质，正确地解决问题。我们
已经接触过一些基本的思理。下面就让我们开始进一步的学习。

1.1 充分条件和必要条件

我们已经学过判断：判断，是对事物情况表达肯定或否定的态度。判断
包括简单判断和复合判断。简单判断包括性质判断和关系判断。性质判断
包括全判断、有判断和单判断；复合判断包括联言判断、或言判断、选言判
断和假言判断。

假言判断是关于条件的判断，它涉及两个称为前件和后件的判断，并
判断前件是后件成立的条件。假言判断并不对前件或后件做判断，只对两
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6 第一章 判断和命题

者的条件关系做判断，而条件关系又分为两种：充分条件和必要条件。

充分条件假言判断想说的是：前件为真的时候，后件也为真。比如：人
如果不吃东西，就会饿。这个例子里，前件是“人不吃东西”，后件是“人
会饿”。前件真的时候，后件也是真的，这说明充分条件关系是真的。我们
说，前件是后件的充分条件。这个例子里，“人不吃东西”是“人会饿”的
充分条件。

例题 1.1.1.
“你要是考了满分，母猪都会上树了！”
1. 这句话里，“你考了满分”和“母猪会上树”是什么关系？
2. “你”如果没考满分，这个关系还成立吗？这时“母猪会上树”和

“母猪不会上树”对这个判断有什么影响？

充分条件判断的真值表为：

p q 如果 p，那么 q

真 真 真

真 假 假

假 真 真

假 假 真

必要条件假言判断想说的是：前件为假的时候，后件也为假。比如：人
只有识字了，才能读书。这个例子里，前件是“识字”，后件是“能读书”。
不识字的人，不能读书。前件假的时候，后件也是假的，这说明必要条件关
系是真的。我们说，前件是后件的必要条件。这个例子里，“识字”是“能
读书”的必要条件。

例题 1.1.2.
“只有到了晚上，才能看见满天的星星。”
1. 这句话里，“到了晚上”和“看见星星”是什么关系？
2. 有时，到了晚上也看不见星星。是否说明这个判断不成立呢？
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必要条件判断的真值表为：

p q 只有 p，才有 q

真 真 真

真 假 真

假 真 假

假 假 真

如果前件既是后件的充分条件，也是后件的必要条件，就说前件是后
件的充要条件。充要条件一般用“当且仅当”句式来表达。比如：“李四年
纪比张三大，当且仅当张三年纪比李四小。”

充要条件假言判断可以看成充分条件假言判断和必要条件假言判断的
联言判断。因此，充要条件判断的真值，可以通过充分条件判断的真值和必
要条件判断的真值得到：

p q 如果 p，那么 q 只有 p，才有 q p，当且仅当 q

真 真 真 真 真

真 假 假 真 假

假 真 真 假 假

假 假 真 真 真

可以看到，前件和后件都为真、都为假的时候，充要条件判断为真。前件和
后件一真一假的时候，充要条件判断为假。

思考 1.1.1. 前件和后件互换位置，充要条件判断是否会变化？这说明了什
么？

和其他判断一样，我们可以从集合的角度来看假言判断。
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比如说，在充分条件假言判断“如果 X 是 a，那么 X 是 b”中，我们
记性质 a、b 对应的集合为 A、B。这个判断的意思是 A 的元素总在 B 里。
换句话说，A 是 B 的子集À。

又比如，在必要条件假言判断“只有 X 是 a，X 才是 b”中，我们记
性质 a、b 对应的集合为 A、B。这个判断的意思要成为 B 的元素，首先得
是 A 的元素，即 B 的元素总在 A 里。换句话说，B 是 A 的子集。

而充要条件判断“X 是 a，当且仅当 X 是 b”，同时是充分条件判断和
必要条件判断，也就是说，A 和 B 互为子集，因此，充要条件判断就是说
它们对应的集合相同。

1.2 命题的否定

命题就是包含判断的语句。命题的否定，是一个真假和原来的命题恰
好相反的命题。只要原来的命题是真的，它就是假的。只要原来的命题是假
的，它就是真的。比如，命题“4 是偶数”的否定是“4 不是偶数”。

对生活中具体的命题来说，命题的否定可能有多种多样的形式，和使
用的语言、文体、措辞都有关系。数学上，为了方便，我们把命题 p 的否定
记为“非 p”。

判断一个命题是不是命题的否定，可以通过真值表。如果在每种情况
下，命题 q 的真值和命题 p 的真值都相反，那么 q 就是 p 的否定。

对简单性质判断构成的命题来说，命题的否定取决于全称、有称还是
单称。

单命题的否定就是它的反命题。比如：“小明不是校篮球队的队员”的
否定是“小明是校篮球队的队员”，“4 是偶数”的否定是“4 不是偶数”。

À这里我们要求前后件的主语一致，也就是说，A、B 都包含于同一个母集 X。下同。
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全命题的否定是它的有反命题，有命题的否定是它的全反命题。比
如：“四年级所有的学生都参加了校运会”的否定是“有些四年级的学生
没有参加校运会”，“有些树会落叶”的否定是“所有的树都不落叶”。

为了方便，我们把否定记为 ¬，比如 p 的否定记为 ¬p。于是，以上的
结论可以写成：

¬(∀a ∈ A, P (a)) = (∃a ∈ A, ¬P (a)),

¬(∃a ∈ A, P (a)) = (∀a ∈ A, ¬P (a)).

对复合命题，命题的否定涉及到构成复合命题的各个部分。

观察以下真值表，你有什么发现？

p q p 并且 q p 或者 q 非 p 并且非 q 非 p 或者非 q

真 真 真 真 假 假

真 假 假 真 假 真

假 真 假 真 假 真

假 假 假 假 真 真

我们发现，命题 p 和 q 取遍所有可能的情况时，联言命题“p 并且 q”和或
言命题“非 p 或者非 q”的真假刚好相反。同样，或言命题“p 或者 q”和
联言命题“非 p 并且非 q”的真假也刚好相反。因此，“p 并且 q”的否定是
“非 p 或者非 q”。“p 或者 q”的否定“非 p 并且非 q”

联言命题的否定，是它各个分支的否定的或言命题；或言命题的否定，
是它各个分支的否定的联言命题。

为了方便，我们把“p 并且 q”记为 p ∧ q，把“p 或者 q”记为 p ∨ q。
于是，上面的规则可以简单记为：

¬(p ∧ q) = (¬p) ∨ (¬q), ¬(p ∨ q) = (¬p) ∧ (¬q).
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观察以下真值表，你有什么发现？

p q 若 p 则 q 若 p 则非 q p 而且非 q 若非 p 则非 q

真 真 真 假 假 真

真 假 假 真 真 真

假 真 真 真 假 假

假 假 真 真 假 真

我们发现，命题 p 和 q 取遍所有可能的情况时，充分条件假言命题“若 p

则 q”的否定不是“若 p 则非 q”，也不是“若非 p 则非 q”，而是“p 而且
非 q”。为了方便，我们把“若 p 则 q”记为 p ⇒ q，于是：

¬(p ⇒ q) = p ∧ (¬q).

观察以下真值表，你有什么发现？

p q 只有 p，才有 q q 而且非 p

真 真 真 假

真 假 真 假

假 真 假 真

假 假 真 假

我们发现，命题 p 和 q 取遍所有可能的情况时，必要条件假言命题“只有
p，才有 q”的否定是“q 而且非 p”。为了方便，我们把“只有 p，才有 q”
记为 p ⇐ q，于是：

¬(p ⇐ q) = (¬p) ∧ q.

观察以下真值表，你有什么发现？
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p q p 当且仅当 q 要么 p，要么 q

真 真 真 假

真 假 真 假

假 真 假 真

假 假 真 假

我们发现，命题 p 和 q 取遍所有可能的情况时，充要条件假言命题“p 当
且仅当 q”的否定是选言命题“要么 p，要么 q”。为了方便，我们把“p 当
且仅当 q”记为 p ⇔ q，把“要么 p，要么 q”记为 p⊕ q。于是：

¬(p ⇔ q) = p⊕ q.

思考 1.2.1. 命题“要么 p，要么非 q”的否定是什么？

习题 1.2.1. 以下例子中，后面的命题是前面的命题的否定吗？
1. “如果不下雨，我就把印章送过去”和“如果下雨，我就把印章送

过去”。
2. “如果 n 是 3 的倍数，那么 m 是 7 的倍数”和“n 是 3 的倍数，

而且 m 不是 7 的倍数”。
3. “如果旅馆不提供早餐，那么有些队员不愿意参加秋季合宿训练计

划”和“旅馆不提供早餐，而且有些队员愿意参加秋季合宿训练计划”。

1.3 逆命题、否命题和逆否命题

前面提到，复合命题的否定涉及它的组成部分。我们已经研究了联言
命题、或言命题和假言命题的否定。另一个涉及到复合命题各个组成部分
的概念是逆命题和否命题。

给定两个假言命题，如果第一个命题的前件和后件分别是第二个命题
的后件和前件，就说两者互为逆命题。换句话说，把假言命题中的前件和后
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件互换，就得到它的逆命题。比如，给定假言命题：“如果 n 是偶数，那么
m 是奇数”的逆命题是“如果 m 是奇数，那么 n 是偶数”。

一个命题是真的，它的逆命题不一定是真的。比如，已知两个角 ∠A和
∠B，命题“如果 ∠A 和 ∠B 是对顶角，那么它们相等”是真的；但它的逆
命题：“如果 ∠A 和 ∠B 相等，那么它们是对顶角”是假的。反之，一个命
题的逆命题是真的，它自身也不一定是真的。

给定两个假言命题，如果第一个命题的前件和后件分别是第二个命题
的前件和后件的否定，就说两者互为否命题。换句话说，把假言命题中的前
件和后件换成它们各自的否定，就得到它的否命题。比如，假言命题“如果
n 是 6 的倍数，那么 n 是 3 的倍数”的否命题是“如果 n 不是 6 的倍数，
那么 n 不是 3 的倍数”。

否命题和命题的否定不是同一个概念。一个命题是真的，它的否定必
然是假的，但它的否命题不一定是假的。一个命题是假的，它的否定必然
是真的，但它的否命题不一定是真的。比如，已知两个角 ∠A 和 ∠B，“如
果 ∠A 和 ∠B 是对顶角，那么它们相等”是真的，它的否命题“如果 ∠A
和 ∠B 不相等，那么它们不是对顶角”也是真的。但是，命题“如果 n 是
6 的倍数，那么 n 是 3 的倍数”是真的，它的否命题“如果 n 不是 6 的倍
数，那么 n 不是 3 的倍数”却是假的。

假言命题的否命题的逆命题，就是先把前件和后件中的判断都改成否
判断，再把前件和后件互换。要注意的是，假言命题的否命题的逆命题，和
假言命题的逆命题的否命题是一样的。因为前后件互换和同时把前后件变
成否判断这两个操作互相并不妨碍。这样得到的命题称为原来的假言命题
的逆否命题。比如，“如果 n 是 6 的倍数，那么 n 是 3 的倍数”的逆否命
题是“如果 n 不是 3 的倍数，那么 n 不是 6 的倍数”。

不难验证，一个命题的逆命题的逆命题是它自己，一个命题的否命题
的否命题是它自己，一个命题的逆否命题的逆否命题，也是它自己。
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观察以下真值表，你有什么发现？

p q p ⇒ q q ⇒ p ¬p ⇒ ¬q ¬q ⇒ ¬p

真 真 真 真 真 真

真 假 假 真 真 假

假 真 真 假 假 真

假 假 真 真 真 真

我们发现，命题 p和 q 取遍所有可能的情况时，充分条件假言命题“p ⇒ q”
和它的逆否命题“¬q ⇒ ¬p”的真假值完全一样。于是：

p ⇒ q = (¬q) ⇒ (¬p).

另一方面，命题“p ⇒ q”的逆命题“q ⇒ p”和“p ⇒ q”的否命题“¬p ⇒ ¬q”
的真假值也完全一样。这是因为“q ⇒ p”的逆否命题就是“¬p ⇒ ¬q”。

观察以下真值表，你有什么发现？

p q p ⇐ q q ⇐ p ¬p ⇐ ¬q ¬q ⇐ ¬p

真 真 真 真 真 真

真 假 假 真 真 假

假 真 真 假 假 真

假 假 真 真 真 真

我们发现，命题 p和 q 取遍所有可能的情况时，必要条件假言命题“p ⇐ q”
和它的逆否命题“¬q ⇐ ¬p”的真假值完全一样。于是：

p ⇐ q = (¬q) ⇐ (¬p).

另一方面，我们还可以注意到，命题 p和 q取遍所有可能的情况时，“q ⇒ p”
的真假值和“p ⇐ q”完全一样。这说明，充分条件假言命题“p ⇒ q”的逆
命题就是“p ⇐ q”。
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观察以下真值表，你有什么发现？

p q p ⇔ q q ⇔ p ¬p ⇔ ¬q ¬q ⇔ ¬p

真 真 真 真 真 真

真 假 假 假 假 假

假 真 假 假 假 假

假 假 真 真 真 真

我们发现，命题 p和 q 取遍所有可能的情况时，充要条件假言命题“p ⇔ q”
和它的逆命题、否命题、逆否命题的真假值完全一样。于是：

p ⇔ q = q ⇔ p = (¬p) ⇐ (¬q) = (¬q) ⇐ (¬p).

思考 1.3.1.
1. 给定一个充分条件假言命题，分别写出它的否定、它的逆命题的否定、它
的否命题的否定和它的逆否命题的否定。这些命题之间有什么关系？
2. 观察以下关系图。图中的关系是否正确？如何验证？

若 p，则 q

若 ¬q，则 ¬p

若 q，则 p

若 ¬p，则 ¬q

原命题

逆否命题

逆命题

否命题

互逆

互逆

互否 互否

互
为
逆

否

否
逆

为
互

习题 1.3.1.
1. 写出以下命题的逆命题、否命题和逆否命题。
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1.1. 如果我无法完成这套体操动作，你也无法完成。
1.2. 如果既约分数的分母是偶数，那么它的分子是奇数。
1.3. 如果有些人不能按时完成工作，那么所有人都会受到惩罚。
2. 证明：必要条件假言命题的逆命题是充分条件假言命题。
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我们知道，判断（命题）之间在真假方面是有联系的。利用其中的规
律，我们可以通过已经知道是真的判断，得知另一些判断的真假。这种思考
称为推理。推理过程中，已经知道真假的判断，叫做前提；通过思考得知真
假的判断，称为结论。

语言形式上，日常语言中的推理一般用“因为……所以……”、“……，
因此……”、“由于……，从而……”等句式来表示。前提一般写在结论前面。

有些推理是符合客观现实的，我们通过总结客观事物的性质，可以验
证它们是有效的推理。另外一些推理不符合客观事实，我们可以验证它们
是无效的推理。哪些推理方式是有效的呢？这是一个非常关键的问题。在千
百年的社会发展中，人们逐渐总结出一系列正确的推理方式。学会了正确
的推理方式，才能得到正确的结论，正确地看待问题、解决问题。

推理是数学和很多学科研究中常见的内容。对数学来说，推理和计算是
两种主要的思维形式。数学中的推理形式比日常语言中的推理更复杂，因
此要用专门的符号来表示。

17
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2.1 换质法

最简单的推理，是从一个简单判断到另一个简单判断的推理。我们称
这种推理为直接推理。下面我们来看两种直接推理方式。

例题 2.1.1. 以下的例子中，前后两句话有什么关联？
1. 有的哺乳动物是非素食动物。有的哺乳动物不是素食动物。
2. 所有个位是 3 的数都不是偶数。所有个位是 3 的数都是奇数。
3. 这盒牛奶不是变质的。这盒牛奶是没变质的。

以上每个例子中，前一句话和后一句话的区别在于：后一句话把前一
句话的断语变成了与它矛盾的概念，然后把判断变成了对应的否判断。比
如，第三个例子中，后一句把“变质的”改成了矛盾的概念：“没变质的”，
然后把否定句改成了肯定句。

我们发现，这种方法不会改变判断的真假。把判断改成否判断，同时把
事物的性质改成矛盾的概念，判断的真假不变。因此，把一个判断作为前
提，把如上改变后的判断作为结论，就得到一个有效的推理。我们一般用
“因为……所以……”、“……，因此……”等句式描述推理。比如，对第三
个例子，我们可以这么描述：

因为这盒牛奶不是变质的，所以这盒牛奶是没变质的。

我们把这种推理方法称为换质法。“质”指“肯定句”和“否定句”这
两种形式，“换质”指从肯定换为否定或者从否定换为肯定。

习题 2.1.1.
以下推理是不是有效的推理？为什么？

1. 因为蚂蚁不是植物，所以蚂蚁是动物。
2. 因为这盒牛奶不是脱脂的，所以这盒牛奶是全脂的。
3. 因为有的条款不是不可逆的，所以有的条款是可逆的。
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4. 因为有的董事会成员不反对转型方案，所以有的董事会成员反对不
转型方案。

2.2 换位法

例题 2.2.1. 以下的例子中，前后两句话有什么关联？
1. 有的物理学家是共产主义者。有的共产主义者是物理学家。
2. 所有的西瓜都是水果。所有的水果都是西瓜。
3. 陈家洛是红花会的总舵主。红花会的总舵主是陈家洛。

以上每个例子中，前一句话和后一句话的区别在于：后一句话把前一
句话的断语变成了主语，然后把主语变成了对应的断语。比如，第二个例子
中，后一句把“水果”改成了主语，把“西瓜”改成了宾语。我们把这种操
作称为换位法，即交换了判断的主语和断语的位置。

换位法是否改变了判断的真假？

第一个例子中，我们可以确信，只要第一句是真的，那么第二句就是
真的。有的物理学家是共产主义者，比如物理学家奥本海默是共产主义者，
那么奥本海默这个共产主义者也的确是物理学家，于是，有的共产主义者
是物理学家。

第二个例子中，“所有的西瓜是水果”是真的，但“所有的水果是西瓜”
是假的。比如苹果就不是西瓜。

第三个例子中，如果陈家洛是红花会的总舵主，那么红花会的总舵主
是不是陈家洛呢？如果红花会的总舵主只有一个，那么他就是陈家洛。如果
红花会的总舵主不止一个，那么就不能说“红花会的总舵主是陈家洛”。

我们发现，换位法不总是有效的推理。什么时候，换位法有效呢？从前
面的例子看出，换位法无效，总是因为前提里我们并没有在讨论某个概念
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的全体，在结论里我们却在讨论它的全体。

比如，第二个例子里，前提“所有的西瓜是水果”中讨论了所有的西
瓜，但并没有涉及水果这个概念的全体。我们讨论这个判断的真假时，不需
要检查每个水果。可到了结论里，我们却要讨论所有的水果。同样的，第三
个例子里，我们讨论“陈家洛是红花会的总舵主”时，并没有涉及所有的红
花会总舵主，只讨论陈家洛是不是总舵主。其他总舵主，如果有的话，并不
在讨论范围内。而到了结论里，我们却要讨论“红花会的总舵主”全体了。

所以，换位法需要再加一条规则才是有效的推理：前提中讨论的概念
如果不涉及它的全体，结论中也不能涉及它的全体。

我们把“概念涉及它的全体”称为概念周延，把“概念不涉及它的全
体”称为概念不周延。换位法缺的规则可以复述为：前提中讨论的概念如果
不周延，它在结论中也不周延。

举例来说，前提“有的水果不是西瓜”换位到结论“有的西瓜不是水
果”是无效的推理，因为前提中“水果”不周延；而结论中，为了判断“不
是水果”，我们需要检查所有的水果，结论中的“水果”周延。

对于主语来说，周延和全判断是一致的，不周延和有判断是一致的。全
判断的主语是周延的，有判断的主语是不周延的。

对于断语来说，否定后接的断语总是周延的：为了否定一个性质，我们
需要检查这个性质所有的个体。肯定后接的断语总是不周延的：我们只需
要对主语涉及的概念进行检查就可以了。比如，要判断“有的水果是西瓜”，
我们只需要找一个是西瓜的水果就可以了；而要判断“有的水果不是西瓜”，
我们要确认给出的水果不是西瓜，就必须检查每个西瓜。

于是，换位法的规则又可以这么描述：
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1. 全否定判断换位可以推出全否定判断。
2. 单否定判断换位可以推出单否定判断。
3. 有肯定判断换位可以推出有肯定判断。
4. 单肯定判断换位可以推出单肯定判断。

习题 2.2.1. 以下推理是不是有效的推理？为什么？
1. 因为军国主义者是支持东南亚民族自决的，所以支持东南亚民族自

决的是军国主义者。
2. 因为有的可解群是非交换群，所以有的非交换群是可解群。
3. 因为所有等温过程都不是等熵过程，所以所有等熵过程都不是等温

过程。
4. 因为有的展品是非卖品，所以有的卖品不是展品。
5. 因为有的可解群是非交换群，所以有的交换群不是可解群。

2.3 三段论初步

换质法和换位法都是从一个前提得到一个结论的直接推理。通过多个
前提得出结论，称为间接推理。下面我们来看最常用的一种间接推理：三段
论。

三段论由两个前提和一个结论构成，形式多种多样。不过，不是所有这
样的推理都叫做三段论，还需要满足一些规定。有些三段论是有效的：只要
两个前提是真的，结论就是真的；有些三段论是无效的：两个前提是真的
时候，结论可以是真的也可以是假的。这里我们只介绍几种简单的三段论，
更多的内容留到以后学习。

首先来看一些基本定义。我们规定：三段论只能涉及三个概念。其中每
个判断中的主语和断语分别涉及一个概念，每个概念会在两个判断中各出
现一次。例如：
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¬所有的鸟都是动物。
­所有的麻雀都是鸟。
®所以，所有的麻雀都是动物。

就是一个三段论。它包含两个前提（¬和­）和一个结论（®）共三个判断，
涉及三个概念：“麻雀”、“鸟”和“动物”。每个概念在两个判断中分别出现
一次。比如“鸟”就在¬和­中各出现一次。

组成三段论的每个判断可以是简单判断，也可以是复合判断。这里我
们只研究由三个简单判断组成的三段论。

我们把三段论涉及的三个概念称为大项、中项和小项。大项是结论的断
语对应的概念。中项是在两个前提中都出现的概念。小项是结论的主语对
应的概念。中项不在结论中出现。小项和大项除了在结论中出现，还各在前
提中出现一次。出现大项的前提叫做大前提，出现小项的前提叫做小前提。

具体来说，怎么找出这些概念呢？首先我们确定结论：结论是我们要
得出的判断。结论的主语对应小项，断语对应大项。以上的例子中，“动物”
是大项，“麻雀”是小项。于是，在前提中出现两次而在结论中没有出现的
“鸟”是中项。接下来看前提里，大项所在的是大前提，小项所在的是小前
提，所以¬是大前提，­是小前提。

中项在两个前提中各出现一次，每次可以是主语或断语。因此，它出现
的位置一共有 4 种情况，称为四个格：

主断格：中→大, 小→中 ⇒ 小→大

双断格：大→中, 小→中 ⇒ 小→大

双主格：中→大, 中→小 ⇒ 小→大

断主格：大→中, 中→小 ⇒ 小→大

其中 大 → 中 表示主语是大项，断语是中项，其余类似。可以看出，中项
是连接小项和大项的“桥梁”。要注意的是，一般使用三段论时，并不会刻
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意把大前提放在小前提前面，因此需要根据大小相来区别，不要仅仅根据
位置顺序判断大小前提。

我们再来看判断的属性。每个判断都可以是全判断或有判断，可以是
肯定或否定。所以每个判断都有四种可能：全肯定、全否定、有肯定、有否
定。我们分别用“皆”、“莫”、“有”、“但”来标记这四种情况。比如，如果
三段论的三句话都是全肯定判断，就说它是“皆皆皆”型三段论。

接着来看几种最常见的三段论。首先是“熊猫眼”三段论。例如：

¬所有的科学规律都是不以人们的意志为转移的。
­所有的物理学规律都是科学规律。
®所以，所有的物理学规律都是不以人们的意志为转移的。

大项
中项

小项

“熊猫眼”三段论属于主断格和
“皆皆皆”型。它其实是叙述了两个嵌
套的从属关系。从集合的角度来看，小
项是中项的子集，而中项又是大项的
子集。所以，小项是大项的子集。用
叠圈图表示，就是说一个小圈在中圈
里，而中圈又在大圈里，于是小圈在
大圈里。

大项
中项

小项

其次是“咬包子”三段论。例如：

¬所有的不锈钢制品都是金属制品。
­有些筷子是不锈钢制品。
®所以，有些筷子是金属制品。

“咬包子”三段论属于主断格和“皆有有”型。它叙述了如何干涉两个从属
关系的概念。从集合的角度来看，中项是大项的子集，而小项和中项相交。
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所以，小项也和大项相交。用叠圈图表示，就是说一个小圈在大圈里，另一
个圈和内部的小圈相交，就必然和大圈相交。

要注意的是：上面的叠圈图里，小项和大项里除了中项以外的部分似
乎必然相交，但实际上并不是必然的。例如：

¬所有个位数是 0 的数都是偶数。
­有些 5 的倍数的个位数是 0。
®所以，有些 5 的倍数是偶数。

这个三段论是正确的。但我们也注意到，5 的倍数要么个位数是 0，要么个
位数是 5。后者必定不是偶数。

再来看称为“单眼镜”的三段论。例如：

¬所有的石头都不是动物。
­所有的兔子都是动物。
®所以，所有的兔子都不是石头。

“单眼镜”三段论属于双断格和“莫皆莫”型。它叙述了两个从属关系的概
念与互斥概念的关系。从集合的角度来看，作为母集的中项与大项不相交，
那么作为其子集的小项也和大项不相交。用叠圈图表示，就是说一个小圈
在大圈里，另一个圈和大圈不相交，就必然也不和小圈相交。

中项
小项大项

最后来看称为“单眼泪”的三段论。例如：
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¬所有的石头都不是塑料制品。
­有些碟子是塑料制品。
®所以，有些碟子不是石头。

“单眼泪”三段论属于双断格和“莫有但”型。它叙述了两个交叉关系的概
念与互斥概念的关系。从集合的角度来看，中项与大项不相交，小项和中项
相交，那么至少相交那部分和大项不相交。用叠圈图表示，就是说如果一个
圈子与两个不相交的圈子之一相交，那么它不会完全在另一个圈子里。

中项

小项

大项 中项

小项

大项

可以看到，“单眼泪”三段论成立的关键，在于小项和中项的重叠部分
（也就是“眼中”的“眼泪”）不在大项中。因此，小项在中项以外的部分是
否与大项相交，都不妨碍“单眼泪”三段论成立。上面的叠圈图分别标示了
两种情况。

以上是几种有效的三段论。再来看几种常见的无效三段论。这些三段
论对应我们思考时经常犯的错误。

小项 大项中项

首先是“甲生疮”三段论。例如：

¬所有的蜜蜂都有翅膀。
­所有的蜜蜂都是动物。
®所以，所有的动物都有翅膀。

“甲生疮”三段论属于双主格和“皆皆皆”型。它讨论的是同时从属两
个概念（具有两种属性）的问题。从集合的角度来看，中项同时是小项和大
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项的子集。但这不说明小项和大项有从属关系。用叠圈图表示，就是说一个
圈同时在另两个圈里。这时，另两个圈不一定要是一个包含另一个。

中项

小项大项

另一种似乎更宽松的是“两只耳”三段
论。例如：

¬有些围棋爱好者是退休干部。
­有些小学生是围棋爱好者。
®所以，有些小学生是退休干部。

“两只耳”三段论属于主断格和“有有有”型。它讨论的是交叉概念的传递
问题。交叉概念并不能传递。用叠圈图表示，就是说一个圈同时与另两个圈
相交。这时，另两个圈不一定要相交。

最后一种称为“易拉罐”三段论。它包含多个变种。例如：

¬所有蜜蜂都是动物。
­所有河马都是动物。
®所以，所有河马都是蜜蜂。或
®所以，有些河马是蜜蜂。

中项
小项

大项

中项
小项

大项

中项

小项 大项

“易拉罐”三段论讨论的是同时从属于一个概念的两个子概念的关系。
从集合的角度来说，一个集合的两个子集可能有什么关系？答案是：什么关
系都可能。因此，无法推理出某种特定的关系。用叠圈图表示，就是说一个
圈子里的两个小圈子之间可能重叠，可能部分重叠，也可能完全不重叠。
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习题 2.3.1.
1. 判断以下推理是否是三段论。如果是三段论，属于哪一格哪一型：
1.1. 雷锋是人民的儿子；我是人民；所以，雷锋是我的儿子。
1.2. 有些金丝猴生活在山上；所有生活在山上的动物都是陆生动物；所

以，有些金丝猴是陆生动物。
1.3. 所有的公麋鹿都有角；所有的母麋鹿都没有角；所以，有角的麋

鹿都不是母麋鹿。
1.4. 海豚可以发出超声波；超声波可以判断胎儿性别；所以，海豚可

以判断胎儿性别。
1.5. 1990 年前出生的马耳他人是欧盟公民；1990 年前出生的欧盟公民

可以领取埃提尔奖学金；所以，1990 年前出生的马耳他人可以领取埃提尔
奖学金。

1.6. 雪豹生活在海拔较高的地区；雪豹是肉食动物；所以，雪豹是生
活在海拔较高地区的肉食动物。

1.7. 有些杂志是铜版纸印刷品；所有铜版纸印刷品都是 20 世纪才出现
的；所以，所有杂志都是 20 世纪才出现的。

1.8. 所有的人都会死；所有中国人都是人；所以，所有中国人都不会
死。

1.9. 有些出租车是红色的；有些花是红色的；所以，所有的花都不是
出租车。

1.10. 有些退休干部不是党员；有些学生不是退休干部；所以，所有的
党员不是学生。

2. 判断以下三段论哪些是有效的，哪些是无效的，并说明理由。
2.1. 所有的哺乳动物都用肺呼吸；所有的鲸都是哺乳动物；所以，所

有的鲸都用肺呼吸。
2.2. 所有的昆虫都有六条腿；有些动物是昆虫；所以，有些动物有六

条腿。
2.3. 所有的鸟都不是植物；所有的斑鸠都是鸟；所以，所有的斑鸠都

不是植物。
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2.4. 所有的塑料制品都不是可回收垃圾；有些一次性餐具是塑料制品；
所以，有些一次性餐具不是可回收垃圾。

2.5. 所有的向日葵都是黄色的；所有的向日葵都是植物；所以，所有
的植物都是黄色的。

2.6. 有些运动员是高中生；有些高中生是篮球爱好者；所以，有些运
动员是篮球爱好者。

2.7. 所有的正方形都是四边形；所有的长方形都是四边形；所以，所
有的长方形都是正方形。

2.8. 所有的三角数都是自然数；所有的自然数都是整数；所以，有些
整数是三角数。

2.9. 有些鸟不会游泳；所有的企鹅都是鸟；所以，有些企鹅不会游泳。
2.10. 所有的金属都导电；所有的铜都导电；所以，有些金属不是铜。

2.4 用复合判断推理

复合判断如联言判断、或言判断和假言判断，本身也可以用来推理。来
看以下例子。

例子 2.4.1.
1. 张三养的兔子是褐色的。张三养的兔子是母的。所以张三养的兔子

是褐色的而且是母的。
2. 连云港市今天下雨。所以连云港市或宿迁市今天下雨。
3. 如果他是法国人，那么他会讲法语。他是法国人，所以他会讲法语。
4. 只有射击俱乐部的正式会员，才能领取实弹。他不是正式会员，所

以他不能领取实弹。
5. 819 是 3 的倍数，当且仅当 819 各位数字之和是 3 的倍数。819 各

位数字之和是 3 的倍数，所以 819 是 3 的倍数。
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以上推理利用了复合判断自身的特性。通过复合判断各个部分的真假
和整个判断的真假的关系，完成推理。具体来说，知道复合判断各个分支的
真假后，根据真值表查看整个判断的真值。只要整个判断是真的，推理就是
有效的。

比如，第一个例子中，我们利用了联言判断的特性。我们知道，联言判
断的所有分支都为真时，联言判断为真。张三养的兔子是褐色的。张三养的
兔子是母的。查看真值表，可以知道联言判断“张三养的兔子是褐色的而且
是母的”是真的。这叫做联言推理。它的一般形式是：

p, q, 所以 p ∧ q.

第二个例子中，我们利用了或言判断的特性。或言判断至少一个分支
为真时，或言判断为真。连云港市今天下雨。这说明“连云港市今天下雨”
和“宿迁市今天下雨”中至少一个为真，于是或言判断“连云港市或宿迁市
今天下雨”为真。这叫做或言推理。它的一般形式是：

p, 所以 p ∨ q.

第三、四、五个例子中，我们利用了假言判断的特性。第三个例子中，“他
是法国人”为真，充分条件假言判断“如果他是法国人，那么他会讲法语”
也为真。从充分条件假言判断的真值表可以看出，“他会讲法语”也为真。
这叫做充分条件假言推理。它的一般形式是：

p ⇒ q, p, 所以 q.

第四个例子中，我们利用的是必要条件假言判断的特性。我们知道，必要条
件假言命题 p ⇐ q 的逆命题就是充分条件假言命题 p ⇒ q。因此 p ⇐ q 的
逆否命题就是 p ⇒ q 的否命题：(¬p) ⇒ (¬q)。这说明，我们可以用前后件
的否命题推理。“只有射击俱乐部的正式会员，才能领取实弹”的逆否命题
是“如果不是正式会员，就不能领取实弹”。“他不是正式会员”为真，于是



30 第二章 从推理到证明

“他不能领取实弹”为真。这叫做必要条件假言推理。一般形式为：

p ⇐ q, ¬p, 所以 ¬q.

第五个例子中，我们利用的是充要条件假言判断的特性。从真值表可以知
道，充要条件假言判断为真，前件（后件）为真时，后件（前件）也为真。“819

是 3 的倍数，当且仅当 819 各位数字之和是 3 的倍数”为真，“819 各位数
字之和是 3 的倍数”为真，于是“819 是 3 的倍数”为真。这叫做充分条件
假言推理。它的一般形式是：

p ⇔ q, p, 所以 q.

p ⇔ q, q, 所以 p.

思考 2.4.1. 充分条件假言判断和推理有什么相同之处？命题相等和充要条
件假言判断有什么相同之处？它们有什么区别？

习题 2.4.1. 以下推理是不是有效的推理？为什么？
1. 李四家没有养猪，所以张三家没有养猪或李四家没有养猪。
2. 天空是蓝的，天空是白的，所以天空是蓝的并且天空是白的。
3. 如果两条直线平行，那么它们不相交。两条直线不平行，所以它们

相交。
4. 只有红色或黄色的球触底，才能得分。黄色的球没有触底，所以不

得分。

2.5 推理与证明

推理是人类生产生活中必要的思维活动，是数学和很多学科研究中常
见的内容。相较于日常生产生活中的推理，数学中的推理，又有更高的要
求。盖因数学是研究一般现象中提炼出的抽象形式和概念的学科。数学处
理的概念，比起一般生产生活中的概念，更纯粹更本质，因此也没有模糊含
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混之空间。数学中的推理活动可以看作把一个个命题用严格明确的道路连
通起来，其中每一步都必须明确无误。而与研究自然的学科相比，数学本身
并不涉及客观事实。依赖推理和计算，从一些最基本的概念和命题出发，得
出一些新命题的真假。这样的思考过程，在数学里称为证明。证明可以看作
一系列前后关联的推理和计算活动的总合，它往往连接重要的前提和结论。
后者我们常常称为定理。相比一般的命题，定理往往用简洁的语言说明了
重要的性质，对我们理解相关的数学概念有很大帮助。

一个完整的证明通常包含：

• 前提：已知为真的命题，也叫已知条件或前提条件。
• 结论：要证明的命题。
• 证明：从已知前提出发，通过一系列推理和计算，最终说明定理为真。

下面用一个简单的例子来说明证明是什么样子的。

已知（前提条件）：m 和 n 都是奇数
求证（结论）：m+ n 是偶数

证明：

• 因为 m 是奇数，所以按照奇数的定义，存在整数 a 使得 m = 2a+ 1；
• 因为 n 是奇数，所以按照奇数的定义，存在整数 b 使得 n = 2b+ 1；
• 于是，m+ n = (2a+ 1) + (2b+ 1) = 2a+ 2b+ 2。 （代数计算）
• 而 2a+ 2b+ 2 = 2(a+ b+ 1),

• 记 c = a+ b+ 1。任何整数的和是整数，而 a, b, 1 是整数，所以 c 是
整数；

• 因此 m+ n 是整数 c 的两倍；
• 任何整数只要是某个整数的两倍，就是偶数。m+ n 是整数 c 的两倍，
所以 m+ n 是偶数 □

以上的证明从前提条件“m 和 n 都是奇数”出发，证明了结论：m+ n

是偶数。将前提和结论合起来，可以表述成：
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任两个奇数的和总是偶数。

我们把这样的命题称为定理。它用简洁的语言揭示了一个关于奇数和偶数
的性质。

具体来看证明过程。我们从奇数的定义出发，开始推理。这是很多证明
常用的手段。前提中提到的概念的定义是一种判断。这里提到的概念是“奇
数”，我们采用了奇数的一种定义：奇数是可以写成整数的两倍加一的数。
按照这个定义，我们把 m 和 n 用新的形式表示出来。接下来我们进行代数
运算，得到 m+ n = 2(a+ b+1) 的事实。最后，我们又利用了偶数的定义：
偶数是可以写成整数的两倍的数，使用“熊猫眼”三段论，得到了最终的结
论。

2.5.1 三段论的规则

前面已经提到过，三段论只是一种推理形式。不是每个三段论都是正
确的推理。比如，以下的推理就是错误的。

所有鱼都生活在水里。
所有的鲸鱼都生活在水里。
所以，所有的鲸鱼都是鱼。

正确的三段论推理，必须满足几个规则。

1. 前提中讨论的概念如果不周延，它在结论中也不周延。
这个规则和换位法是一样的。

例子. 以下的三段论是错误的：
所有莲花牌棉被都使用新疆长绒棉。
所有莲花牌棉被都采用了提花工艺。
所以，所有采用了提花工艺的棉被都使用新疆长绒棉。
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错误原因：小项“采用了提花工艺的棉被”在小前提中不周延，但在
结论中周延。大项同理。改为“有些采用了提花工艺的棉被使用新疆
长绒棉”则正确。

2. 中项至少周延一次。
中项是连接小项和大项的“桥梁”。中项在两个前提里都不周延，那
么两个前提中涉及的可能是中项不同的部分。这样中项就无法连接小
项和大项了。

例子. 以下的三段论是错误的：
所有个位为 7 的数都是整数。
有些整数是完全平方数。
所以，所有个位为 7 的数是完全平方数。
错误原因：中项“整数”两次都不周延。“个位为 7 的数”和“完全平
方数”涉及的是不同的整数。

3. 前提不能都是否定判断。
否定判断中，主语对应的集合与断语对应的集合的交集为空集。比
如，“所有二年级的老师都不住在福明小区”表示“所有二年级的老
师”集合和“住在福明小区的老师”集合的交集为空集。如果两个前
提都是否定判断，那么中项对应的集合和大项、小项对应的集合都不
相交，我们无法判断小项和大项的关系。

例子. 以下的三段论是错误的：
有些树叶不是白色的。
所有的兔子都不是树叶。
所以，所有的兔子都不是白色的。
错误原因：两个前提都是否定判断。所以我们无法确定“兔子”和“白
色”的关系。

4. 前提中有否定判断，则结论必须是否定判断。前提都是肯定判断，则
结论必须是肯定判断。
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同上一条规则的思路。否定判断表示主语、断语对应的集合的交集为
空集，而肯定判断表示它们的交集不是空集。前提如果有否定判断，
那么中项和某一项的交集为空，所以无法用来推出另两项相交；如果
前提总是肯定判断，那么中项和另两项的交集都不是空集，所以无法
用来推出另两项交集为空。

例子. 以下的三段论是错误的：
有些树叶是绿色的。
所有的兔子都不是树叶。
所以，有些绿色的东西是兔子。
错误原因：前提中有否定判断，而结论为肯定判断。改为“有些绿色
的东西不是兔子”则正确。

只要符合以上所有规则，就是正确的三段论。只要不符合任一条规则，就是
错误的三段论。

从这些规则，可以导出几个比较简单的判定依据。要注意这几个依据
只起“一票否决”的作用，即便三段论符合这些依据，也不一定正确。我们
将这些判定依据和它们的证明一起列出：

1. 前提中必须有全判断。

证明： 根据规则 3，两个前提不能都是否定判断。如果两个前提都是
肯定判断，那么两者的断语都不周延。然而根据规则 2，中项至少周
延一次，所以必然在某个前提的主语周延。如果恰有一个前提是否定
判断，则根据规则 4，结论是否定判断，即大项在结论中周延。因此，
根据规则 1，大项在前提中周延。考虑中项的位置，根据规则 2，要
么中项在主语周延，于是前提中有全判断；要么中项在否定判断里做
断语周延。后一种情况下，另一个前提是肯定判断，断语不周延，所
以大项不在前提的断语中，而在主语中。这说明主语周延。综上所述，
总有一个前提主语周延，即是全判断。 □
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例子. 以下的三段论是错误的：
有些学生是戏剧社成员。
有些学生是校篮球队成员。
所以，有些戏剧社成员是校篮球队成员。
错误原因：两个前提都是有判断，无法得出任何结论。

2. 如果某前提是有判断，则结论是有判断。

证明： 根据规则 3，两个前提不能都是否定判断。如果两个前提都是
肯定判断，那么两者的断语都不周延。然而根据规则 2，中项至少周
延一次，所以必然在某个前提的主语周延，于是另一个前提主语不周
延。这说明大项和小项在前提中都不周延。根据规则 1，小项在结论
中不周延。如果恰有一个前提是否定判断，则根据规则 4，结论是否
定判断，即大项在结论中周延。因此，根据规则 1，大项在前提中周
延。根据上一个准则，前提中必须有全判断，因此两个前提一个是有
判断，一个是全判断。于是前提中恰有两个概念周延：有判断的主语
和否定判断的断语。这两个概念必然一个是大项，另一个是中项，所
以小项总不周延。根据规则 1，小项在结论中也不周延。综上所述，小
项在结论中不周延，即结论是有判断。 □

例子. 以下的三段论是错误的：
有些树叶是绿色的。
所有树叶都会腐烂。
所以，所有绿色的东西都会腐烂。
错误原因：小前提是有判断，所以结论应该是有判断。改为“有些绿
色的东西会腐烂”则正确。

3. 大前提是有判断，小前提是否定判断，则无法得出结论。

证明： 顺着上一个依据的思路，大前提是有判断，主语不周延；小前
提是否定判断，说明大前提是肯定判断，断语不周延。因此大项在前
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提中不周延。反设能得出结论，根据规则 4，结论是否定判断，大项在
结论中周延。这与规则 1 矛盾！因此假设不成立，无法得出结论。□

例子. 以下的三段论是错误的：
有些四院职工参与了联合险。
所有事故伤者都不是四院职工。
所以，所有事故伤者都没有参与联合险。
错误原因：大前提是有判断，小前提是否定判断，我们无法在“事故
伤者”和“参与了联合险”之间建立关系。

习题 2.5.1.
1. 判断以下的推理是否成立。如果不成立，违反了哪条规则：
1.1. 所有的维纳过程都是马尔可夫过程；所有的维纳过程都是鞅；所

以，有些马尔可夫过程是鞅。
1.2. 有些香港居民不是中国人；所有香港居民都有权决定香港的命运；

所以，有些中国人无权决定香港的命运。
1.3. 所有的猫科动物都不是两栖动物；所有的花豹都是猫科动物；所

以，所有花豹都不是两栖动物。
1.4. 有些有理数是无限循环小数；所有整数都是有理数；所以，有些

整数是无限循环小数。
1.5. 我国的历史古迹分布于全国各地；龙门石窟是我国的历史古迹；所

以，龙门石窟分布于全国各地。
1.6. 有些化合物不是有机物；所有的化合物都不是单质；所以，有些

有机物不是单质。
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生活中，很多东西形状有相似之处：月亮和瓶盖、书本和书柜、电线杆
和铅笔……从“事物的多少”中，我们总结了数的概念；从“事物的形状”
中，我们可以总结出形的概念。

我们生活的世界中有各种各样的事物，有遥远的星空，有脚下的大地，
有宏伟的山川，有细小的花草。四面八方，上下左右，各种事物之间位置不
同。很长一段时期里，人们生活在地面上，认为大地是平的。各种各样的事
物都坐落在平坦的大地上。平面是人类最早总结出的概念之一。古人很早
就开始研究平面中的形状，产生了最早的公理体系。

公理体系从几个最基本的假设和定义出发，认为这些假设和定义是不
证自明的。依此推导对象的各种性质。以下我们也试着用类似的方式，介绍
平面上各种形状的性质。为了更好地理解以下的内容，学习时最好准备一
把刻度尺和足够的白纸。

3.1 点、直线、线段、射线

点是最基本的形，也是最特殊的形。点没有大小，没有形状，然而点是
我们理解形状的基础。我们一般用大写字母 A,B,C 等标记点。

点动起来就成了线。线没有宽度，只有长度。各种线中，直线是最基本

37
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的形。我们一般用小写字母 l,m, n 等标记直线。

公理. 直线公理 过不重合的两点有且仅有一条直线。

我们也说两点确定一条直线。两点 A,B 确定的直线称为直线 AB。A,B
把直线分成三部分。A,B 与它们之间的部分合起来，叫做线段 AB 或线段
BA。A 和 B 叫做线段的端点。另外两部分分别叫做线段沿 A 和 B 的延长
线。

直线 l 上一点 A 把直线分为两部分，称为点的两侧。点 A 与其中一侧
合起来，叫做射线。为了方便，我们也说 A 把 l 分成两条射线。A 叫做射
线的端点。以 A 为端点，经过 l 上某点 B 的射线，可以叫做射线 AB。

直线又把平面分为两部分，称为直线的两侧。给定一条直线，一点要么
在直线上，要么在它两侧中的一侧。

两条直线要么重合；要么恰好有一个公共点，称为相交，这时公共点称
为交点；要么没有公共点，称为平行。两条直线 l,m 平行，记为 l // m。

公理. 平行公理 过直线外一点，有且仅有一条与它平行的直线。

公理. 相交公理 两点分处某直线两侧，则它们确定的直线与其相交。

以上是一些基本概念和性质。公理体系中，它们分别叫做公设和公理。
动手验证一下，这些概念和性质符合我们的直观感受吗？

思考 3.1.1. 动手画一画，以下的说法对吗？
1. 直线 AB 和直线 BA 是同一条直线。
2. 射线 AB 和射线 BA 是同一条射线。
3. 线段沿两端的延长线是射线。
4. 线段 AB 是射线 AB 的一部分，线段 AB 和射线 AB 都是直线 AB 的
一部分。
数一数：
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1. 两点 A,B 把直线分成三部分，你能说出几条相关的射线？
2. 平面上三点能确定几条直线？四点呢？
3. 三条直线可以有几个交点？四条直线呢？
直线、射线和线段也可以定义成点的集合。
1. 作为点的集合，直线、直线上的线段和射线有什么关系？
2. 用集合的说法，怎么描述两条直线之间重合、相交和平行的关系？

3.2 距离和长度

生活中，我们经常接触到长度和距离的概念。比如，我们说“长江是中
国最长的河流”，“上海和北京相距上千公里”等等。什么是长度？什么是距
离？

长度、位置和距离是密切联系的。我们用点表达位置，长度就是点运动
产生的性质。点的运动产生了长度，点的位置变化产生了距离。两点之间最
短线的长度就是距离。对于直线和线段来说，长度和距离是相等的。

公理. 距离公理 两点之间线段最短。

两点确定的线段的长度就是两点的距离。我们用 | · |符号表示长度，比
如，线段 AB 的长度记作 |AB|。对线段来说，如果一条线段完全覆盖了另
一条线段，那么它不比另一条线段短。如果两条线段可以互相覆盖，就说它
们等长。我们用“=”表示线段等长。

一般来说，位置不同的线段不一定互相覆盖。因此我们需要等长公理：

公理. 等长公理
5.1. 给定两点 A,B 以及直线 l，对 l 上任一点 C，C 两侧各有一点 D，

使得线段 |AB| = |CD|。
5.2. 如果线段 |AB| = |CD|，|AB| = |EF |，那么 |CD| = |EF |。
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5.3. 线段 AC 上有点 B，线段 A′C ′ 上有点 B′，且线段 |AB| = |A′B′|，
线段 |BC| = |B′C ′|，那么 |AC| = |A′C ′|。

第一条公理告诉我们，可以在任意直线的任意位置上复现一条等长的
线段。第二条公理告诉我们长度和具体的线段无关，是普遍的性质。第三条
公理告诉我们长度可以相加。设线段 AC 上有一点 B，我们说线段 AB 与
线段 BC（长度）之和是线段 AC（的长度）。这样，给定了原点、单位长
度和方向，我们就可以画出一条数轴了。

3.3 角和角度

点和线可以定义角的概念。角也是生活中常见的形状。钟面上的指针、
桌椅的棱角、折扇的展开，都是角的形象。

一点发出的两条射线，就构成一个角。两条射线的公共端点叫做角的
顶点。其中一条射线叫做角的始边，另一条叫做角的终边。

角有几种记法，取决于我们已知的信息。比如，如果我们知道角的顶点
O 和始边和终边上各一点 A,B，可以把角记作 ∠AOB。其中 ∠ 表示角的
意思。如果已知角的顶点 O，而且相关图形上显然只有一个以 O 为顶点的
角，那么可以把角简记作 ∠O。如果不知道角的顶点，但相关图形上为角标
示了记号，也可以直接使用这个记号。一般用小写希腊字母 α, β, γ 或 1, 2, 3

等数字标示角。

角与角之间可以比较大小吗？两个角的顶点、始边和终边都重合，就说
两者相等。我们用“=”表示角相等。对于顶点和始边不重合的角，我们需
要等角公理：

公理. 等角公理
6.1. 给定 ∠AOB 和射线 O′A′，总有唯一的射线 O′B′ 使得 ∠A′O′B′ =

∠AOB。
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6.2. 如果 ∠A = ∠B，∠A = ∠C，那么 ∠B = ∠C。
6.3. 给定 ∠AOB 和 ∠BOC。如果 ∠A′O′B′ = ∠AOB，∠B′O′C ′ =

∠BOC，那么 ∠A′O′C ′ = ∠AOC。

第一条公理告诉我们，可以从任何射线出发，复现一个角。第二条公理
告诉我们，角的大小和顶点、射线的位置无关，是普遍的性质。第三条公理
告诉我们，角度可以相加。我们说 ∠AOB 与 ∠BOC 的和是 ∠AOC，记作
∠AOB + ∠BOC = ∠AOC。

直线上一点把直线分为两条射线，于是形成一个角。这样的角叫做平
角。所有的直线都是一样的，因此所有的平角都一样大。

始边和终边重合的角叫做零角。直观上看，零角就是一条射线。所有的
射线都是一样的，因此所有的零角都一样大。

如果 ∠AOB 不是平角，记直线 OA 被 O 分成射线 OA 和 OA′，则
∠BOA′ 叫做 ∠AOB 的补角。

补角和自己一样大的角叫做直角。按照定义，一个平角等于两个直角。
如果 ∠AOB 是直角，那么 ∠AOC 和 ∠COB 互为补角。

如右图，∠AOB 和 ∠AOC 谁更大？∠AOC 到
底指哪个角？

我们约定：逆时针方向是正向。始边逆时针方向
旋转到终边形成的角是正的，否则是负的。始边逆时
针旋转到所在直线另一侧，形成平角；继续逆时针旋
转到与自身重合，形成的角叫周角。

一个周角就是射线旋转一周，等于两个平角。相差一个或几个周角的
角，形状是一样的。

为了方便，我们可以约定，只讨论负平角到正平角之间的角。如果某个
角超过了这个范围，就相应加上或减去一个周角，直到从始边到终边旋转
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不超过一个平角。在某些情况下，也可以约定只讨论零角到周角之间的角。

习惯上，我们把平角内部均匀分为 180 份，每份称为 1 度，也记作 1◦。
周角是 360 度的角，平角是 180 度的角，直角是 90 度的角。于是，每个角
对应一个数，称为它的角度。角的大小，可以用角度来衡量。

给定直线 l 上点 O 为顶点的平角和对应的直角。
直角所在的直线，把平面分为两侧。从平角的始边正
向出发，终边和始边属于同侧的角，叫做锐角；终边
和始边分属两侧的角，叫做钝角。

量角器是日常用来衡量角度的工具。使用量角
器，我们可以测量角的大小，也可以画出指定角度的
角。

量角器

把平角 180 等分来表示角的大小，这种
方法叫做角度制。除此以外，还有弧度制等
其他方法表示角的大小。

思考 3.3.1.
1. 470◦ 的角是什么角？4700◦ 的角是什么角？
画出两个角。谁比较大？
2. 锐角和钝角的角度可以是多少？它们和直

角的大小关系如何？
3. 角度和长度有什么不同？为什么有这种不同？
4. 如何把一个角分为两半？
5. 从公理出发，你会怎么定义“旋转”？
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上一章我们学习了直线和角的概念。现在我们来看直线和角的关系。

4.1 直线交角

右图中，两条直线相交于一点，形成四个角。这四个
角有什么关系？

我们把处在 ∠1 和 ∠3 位置关系的一对角称为对顶
角，∠2和 ∠4也是对顶角。∠2既是 ∠1的补角，也是 ∠3
的补角。∠1 和 ∠3 是平角减去同一个角，所以相等。同
理，∠2 = ∠4。也就是说：对顶角相等。

由于对顶角相等，我们可以定义直线的交角。∠AOB 始边所在直线 OA

逆时针旋转到与终边所在直线 OB 首次重合，形成的角称为 OA 到 OB 的
交角，记为 <)AOB。每个交角对应一对顶角。线段、射线与直线之间的交
角，都定义为它们所在直线的交角。比如，线段与直线的交角，就是线段所
在的直线与它的交角。

直线的交角总是正的，而且不超过平角。约定平行、重合的直线交角为
平角。<)BOA 与 <)AOB 互为补角。

一条直线到另一条直线的交角为直角，就说它垂直于另一条直线。这
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时，另一条直线到它的交角也是直角。我们说两者互相垂直。相互垂直的两
条直线 l,m 记为 l ⊥ m。

4.2 同位角、内错角、同旁内角

如右图，两条平行的直线和同一条直线相交，形成了八个角。这八个角
之间有什么关系呢？

观察 ∠1 和 ∠5，我们说这种位置关系的
一对角是同位角。它们的终边属于同一条直
线，始边属于两条直线交这条直线的同侧。我
们可以发现：两条线平行时，同位角相等。除
了 ∠1 = ∠5，还有：∠2 = ∠6，∠3 = ∠7，
∠4 = ∠8。

再看 ∠3 和 ∠5，我们说这种位置关系
的一对角是内错角。它们的始边属于同一条
直线，终边属于两条直线交这条直线的异侧。
∠1 = ∠3，而 ∠1 = ∠5，所以根据等角公理，
∠3 = ∠5。所以，直线截两条平行线，得到的
内错角相等。同理，∠4 = ∠6。

最后来看 ∠4 和 ∠5，我们说这种位置关系的一对角是同侧内角或同旁
内角。一角的始边和另一角的终边属于同一条直线，该角的终边和另一角
的始边属于两条直线交这条直线的同侧。∠4 是 ∠1 的补角，而 ∠1 = ∠5，
所以 ∠4 与 ∠5 加起来是平角。所以，直线截两条平行线，得到的同旁内角
和为平角。

思考 4.2.1.
1. ∠2 和 ∠5 的大小有什么关系？∠1 和 ∠6 呢？
2. ∠2 和 ∠8 的大小有什么关系？∠1 和 ∠8 呢？
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3. 如果两条线不再平行，同位角、内错角和同旁内角还相等吗？
4. 能不能用直线交角，解释同位角、内错角和同旁内角？

同位角、内错角和同旁内角可以用来判断两条直线是否平行。如果两条
直线平行，那么同位角相等、内错角相等，同旁内角相加是平角。反过来，如果
同位角相等、内错角相等，或者同旁内角相加是平角，那么对应的两条直线平
行。

4.3 相似和比例

观察右图，各个拱门之间有什么关系？两个图形可以
形状一样，只有大小不同。这样的关系，称为相似关系。

用量角器测量相似图形相应位置的角度，以及相似
部分的长度，你有什么发现？

相似的图形，对应部位的角度相等，长度成比例。

观察左图，从一点出发的两条射线和两条平行线
相交。用刻度尺测量线段 AB、AD、AC、AE、BC 和
DE 的长度。你有什么发现？

公理. 放缩公理
从一点 A 出发的两条射线，每条线上取两点：B,D 和 C,E。如果

|AB|
|AD|

=
|AC|
|AE|

,

那么，
|AB|
|AD|

=
|AC|
|AE|

=
|BC|
|DE|

,

而且 ∠ABC = ∠ADE，∠ACB = ∠AED。
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放缩公理用“比例相等”表达相似的本质：“形状
一样”。从比例相等得到同位角相等。同位角 ∠ABC 和
∠ADE 相等，∠ABC 和 ∠ADE 相等。换句话说，直
线 BC 和直线 DE 平行。

思考 4.3.1.
1. 如果一点 A 出发的两条射线 AB、AC 和两条平行

线分别相交于 B,D 和 C,E，那么线段 AB、AD、AC、AE、BC 和 DE

的长度有什么关系，如何证明？（提示：注意平行线和 A 点的位置关系。）
2. 如左上图，直线 AB、CD 和 EF 平行，直线 AC 和 BD 平行。证明
|EC| 和 |CA| 之比等于 |FD| 和 |DB| 之比。（提示：连接 AF。）
3. 给定线段 AB，如何找出它的中点？（提示：自 A 作另一条射线。）
4. 给定线段 AB 和正整数 m，如何找出 AB 上一点 C，使得 |AB| =

m× |AC|？
5. 给定直线 OA，以线段 OA 长度为单位，O 到 A 的方向为正方向，构建
数轴。能否在数轴上找出长度为有理数 p

q
的线段 OB？
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5.1 认识三角形

两点可以确定一条直线，三点可以确定什么呢？
把三个点两两相连，得到三条线段。我们把这样的
形状称为三角形。点 A,B,C 确定的三角形称为“三
角形 ABC”，记为 △ABC。

三角形是一种简单的形状。我们已经接触过三角形的概念了。下面证
明三角形的一些基本性质。为此，我们首先定义和三角形相关的一些基本
概念。

点 A,B,C 称为三角形的顶点，线段 AB，BC 和 AC 称
为三角形的边。射线 AB 和 AC 确定的角记为 ∠A，类似有
∠B 和 ∠C，它们叫做 △ABC 的内角，简称 △ABC 的角。内
角的补角称为外角。边 BC 称为 ∠A 的对边，AB 和 AC 称
为 ∠A 的邻边，∠A 称为 BC 的对角；∠B 和 ∠C 也如是。

我们知道，三角形内角之和是 180◦，也就是平角。因此：

• 如果三角形有一个内角是钝角，那么另外两个角的和小
于直角，这种三角形称为钝角三角形。

• 如果三角形有一个内角是直角，那么另外两个角的和等
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于直角，这种三角形称为直角三角形。
• 如果三角形内角中没有钝角也没有直角，这种三角形称
为锐角三角形。

两点之间线段最短。所以，三角形任何两边长度之和大于第三边。

5.2 判定全等关系

线段之间有等长关系，角之间有相等关系，三角形之间也有全等的关
系。如果两个三角形对应的边长度都一样，对应的角形状也一样，就说这两
个三角形全等。

判断三角形全等，我们有三角形的全等公理：

公理. 三角形全等公理 考虑 △ABC 和 △A′B′C ′。如果 |AB| = |A′B′|、
|AC| = |A′C ′| 成立，并且 ∠BAC = ∠B′A′C ′ 或 ∠BAC = ∠C ′A′B′ 成立，
那么 △ABC 和 △A′B′C ′ 全等。

从全等公理出发，可以推理出很多有用的结论。公理体系中，我们把推
理过程称为证明，把要证明的结论称为命题，把已经证明的重要结论称为
定理。命题和定理大多以判断的形式出现。从已知为真的结论出发，证明未
知结论，是数学研究的主要工作。

注意全等公理包含两种情况。∠BAC =

∠B′A′C ′ 的情况下，两个三角形内角大小一样，
∠CBA = ∠C ′B′A′，∠ACB = ∠A′C ′B′；另一种
情况下，内角的大小总相反，∠CBA = ∠A′B′C ′，
∠ACB = ∠B′C ′A′。我们把前者称为同角全等，
后者称为反角全等，分别记为 ≃ 和 ⋍。如果不
强调同角还是反角，可以用 ∼= 表示全等。

判定两个三角形全等，还有别的方法。从全等公理还可以得到：
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定理 5.2.1. 考虑 △ABC 和 △A′B′C ′。如果 |AB| = |A′B′|，并且 ∠BAC =

∠B′A′C ′、∠CBA = ∠C ′B′A′成立或 ∠BAC = ∠C ′A′B′、∠CBA = ∠A′B′C ′

成立，那么 △ABC 和 △A′B′C ′ 全等。

证明： 根据等长公理，射线 A′C ′上有一点 D使得 |A′D| = |AC|。∠BAC =

∠B′A′C ′ 时，根据三角形全等公理，△ABC ≃ △A′B′D。于是 ∠CBA =

∠DB′A′。而根据条件，∠CBA = ∠C ′B′A′，于是射线 B′D 和 B′C ′ 重合，
D 就是直线 B′C ′ 和 A′C ′ 的交点。也就是说，点 D 就是点 C ′。因此，
△ABC ≃ △A′B′C ′。
∠BAC = ∠C ′A′B′ 时，△ABC ⋍ △A′B′D。于是 ∠CBA = ∠A′B′D，而
∠CBA = ∠A′B′C ′，从而同样有射线 B′D 和 B′C ′ 重合，因此 △ABC ⋍
△A′B′C ′。 □

这个定理和全等公理很像。全等公理要求两边和夹角相等，这个定理
要求两角和角的公共边相等。我们把前者简称为“边角边”，后者简称为“角
边角”。“角边角”也包含同角和反角两种情况。

定理 5.2.2. 等边对等角 如果三角形的两条边等长（称为等腰三角形），那
么它们的对角相等。

证明： 设有三角形 ABC，|AB| = |AC|。考虑三角形 ACB，由于 |AB| =
|AC|，|AC| = |AB|，∠BAC = ∠BAC，根据三角形全等公理，△ABC ⋍
△ACB。于是 ∠ABC = ∠BCA。 □

等腰三角形可以帮助我们理解等距点的性质。给定两点 A,B，考虑到
两点距离相等的点的集合 M。首先，线段 AB 的中点 M 属于 M。其次，
如果某点 P 属于 M，考虑三角形 ABP，它是等腰三角形：|AP | = |PB|。
因此，根据定理 5.2.2，∠PAB = ∠ABP。

考虑 △MAP 和 △MBP。|MA| = |MB|，|BP | = |AP |，∠MAP =

∠PBM，所以，根据“边角边”，△MAP ⋍ △MBP。于是，∠MPA = ∠MPB。
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这说明 ∠MPA 和 ∠MPB 都是直角，直线 MP 垂直于直线 AB。

反之，如果点 P 使得直线 MP 垂直于直线 AB，考虑 △MAP 和
△MBP。|MA| = |MB|，|MP | = |MP |，|∠AMP | = 90◦ = |∠BMP |。所
以，根据“边角边”，△MAP ⋍ △MBP。于是 |AP | = |BP |，即 P ∈ M。

总结下来，就是：

定理 5.2.3. 垂直平分线定理 到两点 A,B 距离相等的点的集合，是过线段
AB 中点且与它垂直的直线，称为两点的垂直平分线或中垂线。

垂直平分线可以帮我们把一个角平分成两半。给定一个角，可以在它
始边上和终边上各找一点 A,B，使得角的顶点 O 到这两点距离相等。于
是 △AOB 是等腰三角形。考虑线段 AB 的中点 M，前面我们已经证明了：
△MAO ⋍ △MBO。所以，∠AOM = −∠BOM。这说明 ∠AOB = 2∠AOM。
我们说点 M 或射线 OM 平分 ∠AOB。OM 称为 ∠AOB 的角平分线，它
把 ∠AOB 平分成两半。

利用垂直平分线的性质，还可以证明另一种
判定三角形全等的方法：

定理 5.2.4. 如果△ABC 和△A′B′C ′满足 |AB| =
|A′B′|，|AC| = |A′C ′|，|BC| = |B′C ′|，那么△ABC

和 △A′B′C ′ 全等。

证明： 作射线 AD 使得 |∠DAB| = |∠C ′A′B′|
并且与 ∠BAC 异号，并使 |AD| = |A′D′|。这
样得到的点 D 和 C 分处直线 AB 两侧。由
于 |AB| = |A′B′|，根据“边角边”，△ABD ∼=
△A′B′C ′。
考察 △ABC 和 △ABD。|AC| = |A′C ′| = |AD|，
所以 A 在线段 CD 的垂直平分线上。
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作辅助线 CD，交直线 AB 于点 P。△APC ⋍
△APD。于是 ∠PAC = −∠PAD，从而 ∠BAC =

−∠BAD。因此，根据“边角边”，△ABC ∼= △ABD ∼= △A′B′C ′。 □

这个定理告诉我们，三边都对应相等的两个三角形是全等三角形。我
们把这个结论简称为“边边边”。由于条件中没有角的情况，我们无法确定
是同角全等还是反角全等。

综上，我们有三个判定三角形全等的方法：“边角边”、“角边角”和“边
边边”。

三角形全等可以用来证
明三角形的基本性质。

定理 5.2.5. 三角形的外角是
另外两个内角的和。

证明： 如右图，我们想证明 ∠CBA 的外角等于 ∠BAC + ∠ACB。
在射线 AB 上找一点 E，使得 |AB| = |BE|。作线段 BC 的中点M，在射线
AM 上找一点 D，使得 |AM | = |MD|。我们接下来会证明 ∠EBD = ∠BAC

以及 ∠DBC = ∠ACB。这样的话，就得到

∠BAC + ∠ACB = ∠EBD + ∠DBC = ∠EBC,

而 ∠EBC 就是 ∠CBA 的外角。
我们首先证明 △MCA ∼= △MBD。
M 是线段 BC 的中点，因此，|MC| = |MB|。∠CMA 和 ∠BMD 是对顶
角，所以相等。再加上 |AM | = |MD|，根据“边角边”，△MCA ∼= △MBD。
因此，∠DBC = ∠ACB，且 |BD| = |AC|。
考虑直线 BC 接下来，我们证明 △ABC ∼= △BED。
从 A 出发的两条射线 AE 和 AD 上分别有点 B,E 和 M,D，且

|AB|
|AE|

=
|AM |
|AD|

=
1

2
,
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因此，根据放缩公理，
|BM |
|DE|

=
1

2
.

也就是说，|DE| = 2|BM | = |BC|。而我们已知 |BE| = |AB|，|BD| = |AC|。
所以，根据“边边边”，△ABC ∼= △BED。于是，∠EBD = ∠BAC。 □

从这个定理，我们可以推出：三角形三个内角之和等于平角。这个结
论，我们已经有直观感受。现在，我们从公理出发，严格证明了这个结论。

5.3 垂直和垂线

垂直平分线定理告诉我们，到两点距离相等的
点构成一条直线，它和两点所在的直线垂直。通过垂
直平分线定理，我们可以了解更多与垂直有关的性
质。

定理 5.3.1. 垂直定理 垂直于同一直线的两条直线平
行或重合。

证明： 设直线 m,n 都垂直于直线 l。
如果 m,n 分别与 l 相交于不同的两点，如右图，∠1 和 ∠2 都是直角，而且
是同位角。于是根据同位角的性质，m // n。
如果 m,n 与 l 相交于同一点 O，以 l 在 O 任一侧的射线为始边，以 m 在
O 的任一侧为终边，形成的角是直角；同样，以 n 在 O 的任一侧为终边，
形成的也是直角。因此它们的终边重合。也就是说，直线 m,n 重合。 □

类似的结论还有：

• 如果直线 m // n，n ⊥ l，那么 m ⊥ l。
• 如果直线 m ⊥ n，n // l，那么 m ⊥ l。
• 如果直线 m // n，直线 l1 ⊥ m，l2 ⊥ n，那么 l1 与 l2 平行或重合。
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定理 5.3.2. 垂线定理过一点有唯一的直线与给定直线垂直，称为点到给定
直线的垂线。

证明： 设有直线 l 和点 P，我们要找一条直线 m，使得 P 在 m 上，且
m ⊥ l，并且要证明这样的直线只有一条。
首先找到这样的直线 m。过 l 上两点，可以作垂直平分线 p，按定义 p ⊥ l。
如果 P 在 p 上，那么 m = p。如果 P 不在 p 上，那么过 P 有唯一直线 m

与 p 平行。于是 m ⊥ l。
再证明这样的直线是唯一的。设 m 和 l 相交于点 H，在 l 上找另一点 A，
作 AH 的垂直平分线 n。n ⊥ l，而且 H 不在 n 上，所以 n // m，且 P 不
在 n 上。如果过 P 的直线垂直于 l，那么它平行于 n，根据平行公理，这
样的直线是唯一的。 □

我们把垂线 m 与直线 l 的交点 H 称为 P 或 m 到 l 的垂足。

定理 5.3.3. 角平分线定理 作 ∠AOB 的角平分线上任一点 P 到角的始边
和终边的垂线，垂足分别为 A 和 B，则 |PA| = |PB|

证明： △APO和△BPO都是直角三角形。∠PAO和 ∠PBO都是直角。而
OP 平分 ∠AOB，所以 ∠AOP = ∠POB。因此第三个角也相等：∠APO =

∠OPB。两个三角形有共同的边 |PO| = |PO|，根据“角边角”，△APO ⋍
△BPO。于是 |PA| = |PB|。 □

这个定理可以简单说成：角平分线上的点到两边距离相等。角平分线
定理的证明中 △APO ⋍ △BPO，所以还可以得出 |AO| = |BO|。

习题 5.3.1. 证明垂直定理的推论：
1. 如果直线 m // n，n ⊥ l，那么 m ⊥ l。
2. 如果直线 m ⊥ n，n // l，那么 m ⊥ l。
3. 如果直线 m // n，直线 l1 ⊥ m，l2 ⊥ n，那么 l1 与 l2 平行或重合。
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证明角平分线定理的逆定理：
到角的始边和终边距离相等的点，都在角平分线上。
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我们之前定义了等腰三角形。等腰三角形和等距点有密切关系，是我
们理解三角形性质的有力工具。接下来，我们会继续了解等腰三角形的性
质，并且了解另外几种特殊的三角形。

6.1 等腰三角形

等腰三角形是有两边相等的三角形。定理 5.2.2告诉我们，两边相等，对
应的角也相等。我们把相等的两边称为腰，把第三边称为底或底边，把腰的
对角称为底角，把底边的对角称为顶角。

给定等腰三角形 ABC，其中 ∠A 为顶角。∠A 的平分线与底边的交
点称为中足。记中足为 M，由于 ∠MAB = ∠CAM，∠CBA = ∠ABC，
所以 ∠AMB = ∠CMA。这说明 ∠AMB = ∠CMA = 90◦。可以推出
△AMC ⋍ △AMB。也就是说，AM 是 BC 的垂直平分线。因此，M 是线
段 BC 的中点。

定理 6.1.1. 等角对等边 如果三角形有两内角相等，那么它们对边也相等。

证明： 设 △ABC 中 ∠CBA 和 ∠ACB 相等。考虑 △ACB。∠CBA =

∠ACB，∠ACB = ∠CBA，|BC| = |CB|，所以根据“角边角”，△ABC ⋍

55
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△ACB，因此 |AB| = |AC|。 □

定理 6.1.2. 三角形中，较长的边对角较大。

证明： 设三角形 ABC 的边 AC 比 AB 长，下面证明 ∠CBA > ∠ACB。

由于 |AC| > |AB|，在线段 AC 上可以找到点 B′ 使得 |AB′| = |AB|。
△ABB′ 是等腰三角形，因此 ∠B′BA = ∠AB′B。∠AB′B 是 △B′CB 的外
角，∠AB′B = ∠B′CB + ∠CBB′。而 ∠CBA = ∠CBB′ + ∠B′BA。因此

∠CBA = ∠CBB′ + ∠B′BA = ∠CBB′ + ∠AB′B = ∠B′CB + 2∠CBB′.

这就说明 ∠CBA > ∠B′CB = ∠ACB。 □

思考 6.1.1.
以下命题对吗？你能否证明？它们的逆命题和逆否命題是什么？

1. 如果三角形某个顶点和对边中点确定的直线平分顶点所在的内角，
那么三角形是等腰三角形。

2. 如果三角形某个顶点与对边中点确定的直线垂直于对边，那么三角
形是等腰三角形。

3. 如果三角形某内角的平分线过对边的中点，那么三角形是等腰三角
形。

4. 如果三角形某内角的平分线与对边垂直，那么三角形是等腰三角形。
5. 如果三角形某个顶点到对边的垂线过对边中点，那么三角形是等腰

三角形。
6. 如果三角形某个顶点到对边的垂线平分顶点所在的内角，那么三角

形是等腰三角形。
满足什么条件时，两个等腰三角形全等？

我们把三边都相等的三角形称为等边三角形，把三个内角都相等的三
角形称为等角三角形。通过定理 5.2.2和 6.1.1可以知道，这两种三角形是一
种三角形，也称为正三角形。
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等边三角形是特殊的等腰三角形。它的三个内角都是 60◦，三个外角都
是 120◦。它每个内角的平分线都垂直于对边并过对边中点，把自己分成两
半。

习题 6.1.1. 证明：
1. 有一个内角是 60◦ 的等腰三角形是等边三角形。
2. 等腰三角形三边的垂直平分线交于一点。
3. 从等腰三角形每个顶点向对边作垂线，三条垂线交于一点。
4. 连接等腰三角形每个顶点和对边中点作直线，三条线交于一点。
5. 等腰三角形三个内角的平分线交于一点。证明：
1. 等腰三角形 ABC 中 |AB| = |AC|，将 AB 延长到 D，将 AC 延长

到 E，则 |DE| > |BC|
2. 三角形中，较大的内角，对边较长。

6.2 直角三角形

三个内角中有一个是直角的三角形称为直角三角形。学习垂直平分线、
等腰三角形时，我们已经见过直角三角形了。现在我们来单独了解它的性
质。

直角三角形有一个内角是直角，因此，另外两个角之和也等于直角。直
角的对边叫做斜边或弦，直角的邻边叫做直角边。

定理 6.2.1. 直角三角形斜边长度是直角顶点到斜边中点距离的两倍。

证明： 设直角三角形 AOB 中 ∠O 是直角。记斜边 AB 中点为 M，直角边
OA 中点为 N。连接 OM、MN。射线 AB、AO 上有：

|AN |
|AO|

=
|AM |
|AB|

=
1

2
.
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根据放缩公理，MN // OB。因此 MN ⊥ OA。这说明 MN 是线段 OA 的
垂直平分线。因此 |OM | = |AM |，|AB| = 2|AM | = 2|OM |。 □

可以观察到，斜边中点和直角顶点的连线（称为斜边上的中线）是两条
直角边的垂直平分线的交点。△MOB、△MOA 都是等腰三角形。

两个直角三角形全等的判定条件，比一般的三角形要简单。毕竟，我们
已经知道它们某个角相等了。

定理 6.2.2. 两个直角三角形斜边等长，且有一条直角边等长，那么它们是
全等三角形。

证明： 设直角 △ABC 和 △A′B′C ′ 满足：斜边 |BC| = |B′C ′|，直角边
|AC| = |A′C ′|。延长线段 BA，在直线 BA上找一点 D 使得 |AD| = |A′B′|，
并且 B,D 处于 A 的两侧。∠DAC 是直角 ∠CAB 的补角，因此也是直角。
根据“边角边”，△DAC ∼= △B′A′C ′。于是，|DC| = |B′C ′| = |BC|。这说明
点 C 在线段 BD 的垂直平分线上。而 CA ⊥ BD，所以 AC 就是线段 BD

的垂直平分线。这说明 A 是 BD 的中点。|AB| = |AD|。因此根据“边角
边”，△ABC ∼= △ADC ∼= △A′B′C ′. □

如果一个三角形既是等腰三角形，又是直角三角形，就称它是等腰直
角三角形。等腰直角三角形的腰只能是直角边，也就是说，顶角是直角。两
个底角之和是直角，所以底角是 45 度角。换句话说，所有等腰直角三角形
长得都一样。

思考 6.2.1.
以下命题对吗？你能否证明？

1. 两个直角三角形有一个锐角相等，该角的对边等长，那么这两个三
角形全等。

2. 两个直角三角形有一个锐角相等，且斜边等长，那么这两个三角形
全等。

3. 两个直角三角形有一个锐角相等，且该角的直角边等长，那么这两
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个三角形全等。
4. 两个直角三角形的两个直角边分别等长，那么这两个三角形全等。

设 △ABC 是直角三角形，∠BAC 是直角。过 A 作关于 BC 的垂线，垂足
为 H，思考以下问题：

1. △AHB、△AHC、△ABC 之间有什么关系？
2. 能否用 AB,BC,CA 表达线段 BH 和 CH 的长度？
3. 能不能用一个简单的等式表示 AB,BC,CA 长度之间的关系？
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第七章 整数的性质

7.1 整除和同余

如果整数 m 能写成整数 n 和整数 q 的乘积，就说 n 整除 m，m 是 n

的倍数，n 是 m 的因数。一般的情况下，总有自然数 r < n 和整数 q，使
得：

m = nq + r.

这就是整数的带余除法。我们说 r 是 m 除以 n 得到的余数，m 和 r 模 n

同余，记作：

m ≡ r mod n.

一般来说，两个整数 a 和 b 相差 n 的倍数，就说它们模 n 同余。比如
4 和 9 模 5 同余。给定整数 n，任何两个整数要么模 n 同余，要么模 n 不
同余，而且：

• ∀a ∈ Z, a ≡ a mod n.

• a ≡ b mod n，当且仅当 b ≡ a mod n.

• 如果 a ≡ b mod n 且 b ≡ c mod n，那么 a ≡ c mod n.

所有模 n 同余的整数的集合称为模 n 的同余类。比如，所有除以 5 余 1 的
整数的集合就是一个模 5 的同余类。同样地，除以 5 余 0、2、3、4 的整数
的集合各是模 5 的同余类。模 5 的同余类一共有 5 个。一般来说，模 n 的
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同余类有 n 个，分别是除以 n 余 0, 1, · · · , n− 1 的整数的集合。为了方便，
我们把这些同余类记作：

0, 1, · · · , n− 1.

习题 7.1.1.
1. 证明：如果 a 是 b 的因数，b 是 c 的因数，那么 a 是 c 的因数。
2. 证明：如果 a 是 b 的倍数，b 是 c 的倍数，那么 a 是 c 的倍数。

7.2 辗转相除法

任意正整数 n总有两个因数：1和它自己。如果 n还有别的正因数，就
称为它的真因数。比如，6 有两个真因数：2 和 3。正整数 n 的因数不会大
于 n，真因数严格介于 1 和 n 之间。

如果正整数 p 既是正整数 n 的因数，又是正整数 m 的因数，那么就说
p 是 n 和 m 的公因数。同理，如果正整数 p 既是正整数 n 的倍数，又是
正整数 m 的倍数，那么就说 p 是 n 和 m 的公倍数。显然，对任何两个正
整数 n,m 来说，1 总是它们的公因数，nm 总是它们的公倍数。我们更关
心 n,m 的公因数中最大的数，和公倍数中最小的数。它们分别叫做正整数
n,m 的最大公因数和最小公倍数。

如果两个数的最大公因数是 1，就说它们互素。

如何求正整数 n,m 的最大公因数呢？不妨设 n ⩽ m（否则把它俩换个
顺序）。如果 m 是 n 的倍数，那么 n 就是它们的最大公因数。如果 m 不是
n 的倍数，那么我们考虑 m 除以 n 得到的余数 r。设 m = nq + r。设 d 是
n,m 的公因数，那么有整数 a, b 使得 m = ad，n = bd。于是

d(a− qb) = r.

这说明 d 也是 r 的因数。反过来，如果 d 是 n 和 r 的公因数，整数 b, c 使
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得 n = bd，r = cd，那么 m = (nb + c)d，于是 d 也是 m 的因数。这说明
n,m 的最大公因数就是 r, n 的最大公因数。

这样，我们可以把求整数 n,m 最大公因数，转化为求 r, n 的最大公因
数。根据余数的定义，r < n。所以，经过这样一步转化，我们要处理的数
更小了，目标却没有变。

这样一步步下来，每一步之后，两个数里较大的数比前一步至少减少
了 1。所以，要么在某一步时我们发现一个数是另一个的倍数，这样就求出
了最大公因数；要么经过至多 m− 1 步后，两个数最终都小于 2，因此一个
是 0，一个是 1。这时最大公因数就是 1。

这个求最大公因数的方法，称为辗转相除法。

例题 7.2.1. 给定两个正整数 252、88，求它们的最大公约数。

解答. 从 252、88 出发。
作带余除法得到：252 = 2× 88 + 76。于是转为求 88 和 76 的最大公因数。
作带余除法得到：88 = 1× 76 + 12。于是转为求 76 和 12 的最大公因数。
作带余除法得到：76 = 6× 12 + 4。于是转为求 12 和 4 的最大公因数。
作带余除法得到：12 = 3× 4。这说明 12 和 4 的最大公因数就是 4。
因此，252 和 88 的最大公因数是 4。

总结一下，给定正整数 n ⩽ m，用辗转相除法求它们最大公因数的步
骤如下：

• m 对 n 做带余除法：m = q · n+ r。
• 如果 r = 0，那么最大公因数就是 n。
• 如果 r > 0，那么对 r 和 n 重复步骤 1。

习题 7.2.1. 辗转相除法中，
1. 为什么 n,m 的最大公因数就是 n, r 的最大公因数？
2. 为什么每步之后，两个数里较大的数比前一步时至少减少了 1？
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算一算：
3. 用辗转相除法求 376 和 488 的最大公因数。
4. 用辗转相除法求 144 和 209 的最大公因数。

证明：
5. 正整数 n 和 n+ 1 互素。

7.3 更相分益法

使用辗转相除法求 42 和 60 的最大公因数：

• 60 = 1× 42 + 18，转为求 18 和 42 的最大公因数。
• 42 = 2× 18 + 6，转为求 6 和 18 的最大公因数。
• 18 = 3× 6，所以最大公因数是 6。

把这个过程反过来，我们得到：

6 = 42− 2× 18

= 42− 2× (60− 1× 42)

= (1 + 2× 1)× 42 + (−2)× 60

= 3× 42 + (−2)× 60

这样，我们把 42 和 60 的最大公因数 6 用 42 和 60 的倍数表示了出来。一
般来说，我们也可以这么做。

定理 7.3.1. 倍和析因定理 可以用两个正整数 n,m 的倍数之和表示它们的
最大公因数。

证明： 先用辗转相除法，k 步求出正整数 n ⩾ m 的最大公因数 d。

辗转相除法每一步都把两个整数转化为另两个整数，其中较大的数是
转化之前的较小数。也就是说，设第一步处理的两个数是 n0 = n, n1 = m，
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那么转化后变成 n1 = m,n2，其中 n2 < n1。第二步处理 n1 = m,n2，转化
后变成 n2, n3，其中 n3 < n2。等等。

以此操作，直到第 k 步转化后变成 nk−1, nk。这时 nk−1 是 nk 的倍数。
于是最大公因数 d = nk。

辗转相除法最后一步可以写为等式 nk−1 = qkd，其中 qk 是整数。

倒数第二步可以写成 nk−2 = qk−1nk−1 + d，因此 d = nk−2 − qk−1nk−1。
也就是说，d 可以表示为 nk−2 与 nk−1 的倍数的和。

再往前一步，有 nk−3 = qk−2nk−2 + nk−1。于是 nk−1 = nk−3 − qk−2nk−2

可以表示为 nk−3 与 nk−2 倍数的和，因而可以把 d 写成：

d = nk−2 − qk−1nk−1

= nk−2 − qk−1(nk−3 − qk−2nk−2)

= (−qk−1)nk−3 + (1− qk−1qk−2)nk−2.

d 可以表示为 nk−3 与 nk−2 倍数的和。

如果对于某个 0 与 k 之间的整数 i，d 可以表示为 nk−i 与 nk−i+1 倍数
的和：

d = Ank−i +Bnk−i+1.

那么按照定义：

nk−i−1 = qk−ink−i + nk−i+1,

其中 qk−i 是整数。于是 nk−i+1 = nk−i−1 − qk−ink−i，即：

d = Ank−i +B(nk−i−1 − qk−ink−i) = Bnk−i−1 + (A− Bqk−i)nk−i.

d 可以表示为 nk−i−1 和 nk−i 倍数的和。

如此进行下去，k 次后，就能把 d 表示成 n0, n1（也就是 n,m）倍数的
和。 □
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这个方法叫做更相分益法。简单来说，就是把辗转相除法倒过来。

如果 n,m 互素，倍和析因定理告诉我们，可以找到它们的倍数，相加
为 1。

习题 7.3.1. 算一算：
1. 用更相分益法把 376 和 488 的最大公因数表示成它们倍数的和。
2. 用更相分益法把 144 和 209 的最大公因数表示成它们倍数的和。

考虑正整数 n,m 及它们的最大公因数 d。
3. 如果 n > m > d，将 d 用 m,n 的倍数之和表示：d = an+ bm，其

中 a, b 是整数。是否能找合适的 a, b 使得等式成立，且 a 的绝对值小于 m，
b 的绝对值小于 n？

4. 同上，设 n = pd、m = qd，其中 p, q 是整数。是否能找合适的 a, b

使得等式成立，且 a 的绝对值小于 m，b 的绝对值小于 n？
5. 对于一般的整数 n,m 及它们的最大公因数 d，是否能找到满足以上

条件的 a, b？


