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第一章 集合与映射

集合与映射是数学学习中极重要的概念。初中阶段，我们已经掌握了
它们的定义和基本性质。在开始高中部分的学习前，让我们再次梳理集合
与映射的相关知识，在初中的基础上，更加深入地理解它们的含义。

1.1 集合

我们用集合表示一类事物。把不同性质的事物聚集在一起，合起来考
虑，就是集合，简称集。构成集合的事物称为集合的元素。

• 集合的元素互不相同。
• 集合的元素没有顺序。
• 集合的元素是确定的：一个事物要么属于该集合，要么不属于。

集合不是记录聚在一起的事物的唯一方式。比如，有序组可以记录元
素的顺序；族则允许相同元素重复。

某个事物 a 属于集合 A，记作 a ∈ A。某个事物 a 不属于集合 A，记
作 a /∈ A。

记录集合的方式有许多种。我们可以直接在大括号中列出集合的元素，
比如：{1, 2, 3} 是一个集合。重复列出的元素视为同一个，比如：{1, 2, 2, 3}
也是集合，它和 {1, 2, 3}是一样的。此外，也可以在大括号中用条件描述集
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8 第一章 集合与映射

合。集合的元素是满足条件的元素，比如：

{a | a是偶数}

竖线左边是元素的样子，右边是它满足的条件。

没有元素的集合称为空集，记为 ∅。

如果集合 A 的元素都是集合 B 的元素，就说 A 是 B 的子集，或者
说 A 包含于 B，记为 A ⊆ B，B 是 A 的母集，或者说 A 包含 B，记为
B ⊇ A。如果两者不相同，就说 A 是 B 的真子集，记为 A ⊂ B，B 是 A

的真母集，记为 B ⊃ A。

给定集合 A、B，B 中不属于 A 的元素也构成一个集合，称为 A 在 B

中的差集，记为 B \A。讨论问题的时候，我们可能会默认某个集合是问题
涉及的所有事物的集合，其他集合都是它的子集。这样的集合一般称为全
集。全集存在的时候，集合 A 作为全集的子集，在全集中的差集可以简称
为 A 的补集，记为 Ā 或 A 。

集合与全集的基本关系可以归纳为：

• 零一律：A ∩X = A、A ∩∅ = ∅、A ∪X = X、A ∪∅ = A；
• 排中律：A ∪ A = X、A ∪ A = ∅；
• 对合律：(A ) = A。

其中 X 是全集。

如果要记录满足某些条件的子集，在大括号中用条件描述集合时，可
以在竖线左边注明全集是什么。比如，我们要记录所有偶数的集合，可以写
成：

{a ∈ Z | a是偶数}

竖线左边注明了全集是整数集 Z。

考虑若干个集合。由属于其中至少一个集合的元素构成的集合，称为
这些集合的并集；由属于所有集合的元素构成的集合，称为这些集合的交
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集。两个集合 A,B 的并集记为 A ∪ B，交集记为 A ∩B。

多个集合的并集或交集，可以用大写的并集、交集符号来表示。比如，
集合 A1, A2, · · · , An 的交集可以写成：

⋂
1⩽i⩽n

Ai.

通常，为了方便描述一群集合的交集或并集，我们会为这群集合注明指标。
指标一般在右下角，也叫下标或角标。比如上面的 i就是集合的下标。有了
指标，我们就能方便地指出现在在讨论哪个集合。比如我们约定，说 Ai 就
表示“集合 A1, A2, · · · , An 里的任一个集合”。

这些集合的指标本身，也构成一个集合，称为指标集。指标集一般是前
n个正整数，也有无穷个乃至不知道多少个的。很多时候，我们只是形式上
赋予这些集合一个指标集（一般记作 I），方便讨论，指标集具体到底是什
么样子的，我们并不关心。

几个集合交集为空集，就说它们不相交，否则就说它们相交。几个集合
中任取两个，都不相交，就说它们两两不相交。如果集合 A 的一些子集两
两不相交，而且它们的并集是 A，就说这些集合是 A 的分划。反之，我们
说取集合 A 的某个分划 B1, B2, · · · , Bn，就表示这些集合的并集是 A，且
两两不相交。集合 A 的任一个元素都属于分划中的某个集合，且不会同时
属于两个集合。

如果我们把两个集合的交集、并集和取关于全集的补集看作某种运算，
那么它们也像四则运算一样，满足一些基本的运算律。

• 自等律：A ∪ A = A ∩ A = A；
• 交换律：A ∪ B = B ∪ A、A ∩B = B ∩ A；
• 结合律：A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C、A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C；
• 分配律：(A∩B)∪(A∩C) = A∩(B∪C)、(A∪B)∩(A∪C) = A∪(B∩C);
• 逆分配律：(A ∩B) = A ∪ B 、(A ∪B) = A ∩ B 。
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上面的运算律可以直接从定义出发演绎出来，也通过画出叠圈图来验
证。

多个集合的运算方法，也可以用叠圈图来表示。我们可以根据叠圈图
中各个部分的关系，清楚地指出多个集合的并集或交集的关系。一般来说，
对于多个集合的交集、并集、补集，我们有这样的结论：

• 如果一群集合 {Ai|i ∈ I} 里的集合都相同，那么它们的交集和并集都
是自身。

• 一群集合 {Ai|i ∈ I} 的交集和并集与 I 的顺序无关；
• {Ai|i ∈ I} 的交集与 {Bj|j ∈ J} 的交集的并集，是它们之间两两集合
的并集的交集：(⋂

i∈I

Ai

)
∪

(⋂
j∈J

Bj

)
=

⋂
i∈I,j∈J

(Ai ∪ Bj).

• {Ai|i ∈ I} 的并集与 {Bj|j ∈ J} 的并集的交集，是它们之间两两集合
的交集的并集：(⋃

i∈I

Ai

)
∩

(⋃
j∈J

Bj

)
=

⋃
i∈I,j∈J

(Ai ∩ Bj).

我们只证明第三条：

解答. 从定义出发。记
(⋂

i∈I Ai

)
∪
(⋂

j∈J Bj

)
= X，

⋂
i∈I,j∈J(Ai ∪Bj) = Y。

∀x ∈ X，x或者属于
⋂

i∈I Ai，或者属于
⋂

j∈J Bj。如果 x属于
⋂

i∈I Ai，
那么 x 属于任意一个 Ai。因此它也属于任意的 Ai ∪Bj。这说明它属于 Y。
同理，如果 x 属于

⋂
j∈J Bj，那么 x 属于任意一个 Bj。因此它也属于任意

的 Ai ∪ Bj。这说明它属于 Y。无论如何，x 属于 Y。

另一方面，∀y ∈ Y，它属于任意的 Ai ∪ Bj。于是，固定某个 i，则对
所有 j，y 都属于 Ai ∪Bj。只有两个解释：或者 y 属于任意的 Bj，也就是
属于

⋂
j∈J Bj，从而属于 X；或者 y 不属于

⋂
j∈J Bj，y ∈ Ai。
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如果 y 不属于
⋂

j∈J Bj，y ∈ Ai，那么这个结论需要对所有 i 成立，因
为 y 属于任意的 Ai ∪ Bj，而“y 不属于

⋂
j∈J Bj”与 i 无关。这就说明 y

属于
⋂

i∈I Ai，从而属于 X。无论如何，y 属于 X。

以上说明了：∀x ∈ X，x ∈ Y；∀y ∈ Y，y ∈ X。因此，X = Y。

习题 1.1.1.
1. 说明集合与全集的运算律。
2. 说明两个集合的运算律。
3. 在关于多个集合的交集、并集、补集的结论里，参照第三条，给出

第四条的证明。
4. 参考叠圈图，证明：

• A ⊆ B，则 B ⊆ A ；
• A \B = A ∩ B ；
• (A \B) ∩ C = (A ∩ C) \ (B ∩ C)；
• (A \B) \ C = A \ (B ∪ C)。

5. 参考叠圈图，证明：

(⋂
i∈I

Ai

)
=
⋃
i∈I

Ai ,

(⋃
i∈I

Ai

)
=
⋂
i∈I

Ai .

6. 定义集合 A,B 的对称差为：A ⊻ B = (A \ B) ∪ (B \ A)。对称差表
示集合 A,B 不共同的部分。证明：

• A ⊻B = B ⊻ A；
• (A ⊻B) ⊻ C = A ⊻ (B ⊻ C)；
• A ⊻B = A ⊻B ；
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1.2 集合与映射

我们用映射表示事物之间的对应关系。把一个事物对应到另一个事物，
可以理解为事物的变换或对事物进行操作。因此映射也叫做变换或操作。把
数量对应到数量的映射，叫做函数。

把事物对应到自己的映射叫做恒等映射或等映射。比如，把每个自然
数对应到自己的映射就叫自然数集上的恒等映射，也叫恒等函数。任何非
空集合上都有恒等映射。恒等映射的定义域和值域相同。

总把事物对应到同一个对象的映射叫做恒映射或常映射。比如，把任
意自然数对应到 0 的映射就是恒映射。

把全集的某个子集 A 里的元素映射到 1，把其余元素映射到 0 的映射，
叫做集合 A 的指示函数。比如，把所有偶数映射到 1，把所有奇数映射到
0 的映射，叫做关于偶数集合的指示函数。

每个一元式都可以用来定义映射。比如，x2 − x+ 3.5 这个一元式，就
定义了把任何数 x 对应到 x2 − x+3.5 的映射。因此，为了方便，我们会把
一元式定义的映射直接用一元式表示。

我们把映射涉及的事物用两个集合记录：出发集和到达集。映射把出
发集的一个元素对应到到达集的一个元素。用变量 x 指代出发集的元素，x

的取值在出发集里变化时，映射对应的元素也在到达集里变化，可以用变
量 y 表示。一般称 x 为自变量，y 为应变量。出发集和到达集都是数集的
时候，映射就叫做函数。

需要强调的是，映射可以把多个元素对应到同一个元素，但不会把一
个元素对应到多个元素。

如果把映射记作 f，那么可以用 y = f(x) 或 f : x 7→ y 表达“映射把
出发集的元素和到达集的元素对应起来”这件事。对出发集的元素 x 来说，
如果映射 f 把它和到达集的元素 y 对应起来，就说 y 是 x（经过 f 映射）
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的值，记作 f(x) = y。

出发集中，某个映射涉及的元素集合称为映射的定义域；到达集里，某
个映射涉及的元素集合则称为映射的值域。定义域是出发集的子集，值域
是到达集的子集。

举例来说，映射 f 的定义域是 {1, 2, 3, 4, 5}，它把 1, 2, 3, 4, 5 分别对应
到 6, 7, 8, 7, 6。那么它的值域是 {6, 7, 8}。具体来说，f(2) = 7，f(3) = 8。

考虑映射 f 的定义域的子集 S。S 中元素经过 f 映射的值，构成值域
的子集。我们把它叫做 S（关于 f）的像集，简称 S 的像，记作 f(S)。

反之，考虑映射 f 的值域的子集 T。T 中元素总是 f 的定义域中元素
的值。我们把 f 的定义域里值属于 T 的元素集合起来。这个集合叫做 T 关
于 f 的原像，记作 f (−1)(T )。

举例来说，映射 f 的定义域是 {1, 2, 3, 4, 5}，它把 1, 2, 3, 4, 5 分别对应
到 6, 7, 8, 7, 6。那么，集合 {1, 2, 3, 4} 的像集是 {6, 7, 8}；集合 {1, 2} 的像
集是 {6, 7}。集合 {7, 8} 的原像是 {2, 3, 4}；集合 {6, 8} 的原像是 {1, 3, 5}。

我们约定，空集的像集是空集，空集的原像是空集。

如果映射 f 的值域等于某个集合，就说 f 是这个集合上的满射。满射
表示 f 的像充满了这个集合。

如果 f 不把定义域中任意两个元素映射到同一个对象，就说 f 是单射。
单射表示 f“不会重复”，不同的元素经过 f 映射的值是不同的对象。

如果 f 既是（某个集合上的）满射，又是单射，就说 f 是（定义域到
这个集合上的）双射或一一对应。

习题 1.2.1.
1. 映射 f 的定义域是 {1, 2, 3}，值域是 {4, 5}。
1.1. 写出一个满射 f。
1.2. f 能否是单射？为什么？
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2. 判断以下说法是否正确。
2.1. 映射的定义域的元素构成的集合，其像集的原像总是自己。
2.2. 映射的值域的元素构成的集合，其原像的像集总是自己。
2.3. 映射 f 是集合 A 上的满射，说明 A 中任何元素 a 总能写成

a = f(x)，其中 x 是定义域中某个元素。
2.4. 映射 f 是单射，说明定义域中每个元素恰好被对应到一个对象。
3. 考虑以下映射和集合，给出相应的像集或原像。
3.1. 映射 f 把正整数对应到它的 3 倍数。比如：f(1) = 3，f(2) = 6，

等等。求集合 {21, 39, 87} 的像集和原像。
3.2. 映射 g 把月份对应到它的天数（不考虑闰年）。比如一月的值是

31，二月的值是 28，等等。求集合 {30} 的原像。
3.3. 映射 h 把汉字对应到它的笔画数。比如“数”的值是 13，“学”的

值是 8，等等。设集合 S 是 {1, 2} 的原像，请写出它的十个元素。



第二章 数列初步

2.1 数列的基本概念

例子 2.1.1.
1. 把正整数的倒数排成一列：

1,
1

2
,

1

3
,

1

4
,

1

5
, · · ·

2. 把圆周率按个位，十分位、百分位、千分位等等截断，得到一列数：

3, 3.1, 3.14, 3.141, 3.1415, · · ·

3. 把班上同学的身高（厘米）按学号排列：

165, 173, 169, 178, 171.5, 176, · · ·

把数按照一定顺序排列起来，叫做数列。数列中的每一个数叫做数列
的一项。按照顺序，各项分别称为数列的第 1 项、第 2 项，等等。比如，例
1 中的数列第 2 项是 1

2
，例 2 中的数列第 3 项是 3.14。

数列的项和序数有一一对应的关系，这告诉我们，数列的本质是正整
数集或其子集 [[1, N ]] 到数域的函数。定义域是 [[1, N ]] 的数列，项数有限，

15
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称为有穷数列；定义域是正整数集的数列，项数无限，叫做无穷数列。我们
一般把数列记作：

a1, a2, · · · , an, · · ·

其中 an 是数列的第 n 项。项数 n 也叫做下标。为了方便，我们在行文中
会把以上数列记作 {an}n∈Z+（无穷数列）或 {an}n∈[[1,N ]]（有穷数列），或简
单记作 {an}À。比如，例 1 中的数列可以记为

{
1
n

}
n∈Z+。作为函数，如果某

数列的序数和项之间的对应关系可以用一个公式来表示，我们就把这个公
式称为该数列的通项公式。比如，例 1 中的数列，通项公式是 an = 1

n
；而

例 3 中的数列，我们不知道通项公式。有通项公式的数列，只要把序数代
入公式，就能得到该项的值。比如，例 1 中的数列，第 100 项是 1

100
。

我们把各项不断增大（减小）的数列称为单调递增（递减）数列。“单调”
一词，表示数列各项增减方向保持一致。换句话说，如果数列 {an}n∈Z+ 从
第一项起，总有 an+1 ⩾ an，就说它是单调递增数列；如果总有 an+1 ⩽ an，
就说它是单调递减数列。如果要求不能有相等的项，就称为严格单调递增
（递减）数列。

研究数列的一个基本目的，是对数列进行求和。比如，一垛炮弹有 8

层，顶层有 1 个炮弹，第 2 层有 4 个，第 3 层有 9 个，……，第 8 层有 64

个，我们希望知道一共有几个炮弹。把各层炮弹个数记为数列：a1 = 1

a1 = 1, a2 = 4, · · · , a8 = 64

我们把数列的和记为 S8 = a1 + a2 + · · · + a8。为了方便，我们也用求和符
号
∑
表示数列的和：S8 =

∑8
i=1 ai。

对于无穷数列，我们还无法定义数列的和，只能定义它的部分和：SN =∑N
i=1 ai。我们把 SN 称为数列 {an} 的前 N 项和。比如，例 1 中的数列的

前 4 项和为：
S4 = 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
=

25

12
.

À这种记法容易与集合混淆。约定：大括号内只有带下标的小写字母时，除非另作说明，
否则优先考虑为数列。
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思考 2.1.1.
1. 小明把正整数倒数组成的数列记为

a1 = 1, a2 =
1

2
, · · · , an =

1

n
, · · ·

小红把正整数倒数组成的数列记为

a0 = 1, a1 =
1

2
, · · · , an =

1

n+ 1
, · · ·

这两种记法有什么不同？
2. 一般来说，用自然数作序数的数列 {an}n∈N 和用正整数作序数的数

列 {an}n∈Z+ 有什么关系？有什么差别？使用整数作序数的数列 {an}n∈Z 呢？
3. 是否能用有理数做数列的序数？实数呢？

习题 2.1.1.
1. 根据以下数列的通项公式，写出数列的前 5 项：
1.1. an = n2

1.2. an = (−1)n · n
1.3. an = n

n+3

1.4. an = 2n − 1

1.5. an = (−2)n+n−1
n2+1

2. 根据以下数列的通项公式，计算数列的前 5 项和与前 7 项和：
2.1. an = n2

2.2. an = (−1)n+1 · n
2.3. an = 2

n(n+1)

2.4. an = 2n

2.5. an = (n+ 1)2n

3. 已知数列 {an}n∈Z+，如何构造一个数列 {bn}n∈Z+，使得它的前 n 项
和是 an？

研究实际问题的时候，我们可能不会直接得到数列的通项公式，而是
各项之间的关系。来看以下的例子：



18 第二章 数列初步

例题 2.1.1. 培养一种乳酸菌，初始从 3 个单位起培养。每过一定时间，等
乳酸菌数量翻倍后，取出 1 个单位的样本做化验观察，其余继续培养。问
每次取出化验后，乳酸菌的数量是几个单位？

解答. 设初始数量为 a0，第 n 次取出化验后乳酸菌数量为 an 个单位。则数
列 {an} 中的项满足以下的关系：

∀n ∈ N, an+1 = 2an − 1.

这样的关系称为数列的递推关系，相关公式称为递推公式。以上公式
中，已知 a0 的值，就能推出 a1，继而次第推出 a2、a3，等等。a0 = 3，所
以 a1 = 2 · 3− 1 = 5，a2 = 2 · 5− 1 = 9，a3 = 2 · 9− 1 = 17……

根据递推关系，已知 a1，想要算出 a100，就必须依次算出 a2, a3, · · · , a99。
很多时候，我们希望从各项之间的关系，推出通项公式，以更方便地了解数
列的性质。

如何从递推关系得出通项公式呢？并没有简便的统一方法。常见的做
法是将递推关系转化为一些已知通项公式的数列的递推关系，再反推出原
数列的通项公式。下面我们会详细介绍。

思考 2.1.2. 1. 给定数列 {an}，它的前 n 项和可以构成一个数列 {Sn}，如
何用 {Sn} 中的项表示 an？记 vn 为 {an} 前 n 项乘积，能否用数列 {vn}
中的项表示 an？

2. 给定数列 {an}，如果对任何正整数 n，它的第 n+ 2 项都与第 n 项
有确定的关系：an+2 = f(an)，如何确定数列的每一项（也叫通项）？如果
该关系存在于第 n + k 项都与第 n 项之间（an+k = f(an)）呢？其中 k 是
固定的正整数。

习题 2.1.2.
已知数列的递推公式如下，求数列的前 7 项：

1. a1 = 1，∀n ⩾ 1, an+1 = 1− 2an.



2.2 等差数列 19

2. a1 = 1，∀n ⩾ 1, an+1 = 1 + 1
an−1

.

3. a1 = 1, a2 = 3，∀n ⩾ 1, an+2 = 4 + an − a2n.

4. a1 = 1, a2 = 1，∀n ⩾ 1, an+2 = an + an+1.

5. a1 = 1, a2 = 3，∀n ⩾ 1, an+2 = an(4− an+1).

2.2 等差数列

来看这样一个数列：

1, 3, 5, 7, 9, 11, 13.

这个数列有一个特点：从第二项起，每一项减去前一项的差总是 2。

一般地，如果某个数列从第二项起，每一项减去前一项的差是同一个
常数，就说这个数列是等差数列。这个常数叫做等差数列的公差，通常用字
母 d 表示。比如，数列 2, 5, 8, 11, 14 的公差是 3，19, 15, 11, 7, 3,−1 的公差
是 −4。

如果数列 {an} 的公差是 d，那么：

a2 = a1 + d

a3 = a2 + d = a1 + 2d

a4 = a3 + d = a1 + 3d

...

an = a1 + (n− 1)d

等差数列的通项公式是：

an = a1 + (n− 1)d.

例题 2.2.1. 已知无穷等差数列 1, 8, 15, · · ·，求它的第 30 项。
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解答. 等差数列第一项是 1，公差是 8 − 1 = 7，所以通项公式是 an =

1 + (n− 1) · 7 = 7n− 6。第 30 项 a30 = 7 · 30− 6 = 204。

例题 2.2.2. 已知 {an}n∈N 是等差数列，a1 = 4，a3 = 9 ，问 94 是否在数列
中？如果是的话，是第几项？

解答. 设公差为 d，则 a3 = a1 + 2d。代入 a1、a3 的值，解得 d = 2.5。于
是通项公式为 an = 4 + (n − 1) · 2.5 = 2.5n + 1.5。如果有 an = 94，即
2.5n+ 1.5 = 94，解得 n = 37。因此 94 在数列中，是第 37 项。

设等差数列 {an}的前 n项和为 Sn。能否方便地表示 Sn 呢？我们可以
这样思考：

a1 + an = a1 + a1 + (n− 1)d = 2a1 + (n− 1)d

a2 + an−1 = a1 + d+ an − d = a1 + an = 2a1 + (n− 1)d

...

an−1 + a2 = a1 + (n− 2)d+ an − (n− 2)d = a1 + an = 2a1 + (n− 1)d

an + a1 = a1 + an = 2a1 + (n− 1)d

把以上 n 个等式分边相加，就得到：

Sn + Sn = n(a1 + an) = 2na1 + n(n− 1)d.

也就是说，前 n 项和 Sn 可以写成

Sn =
n(a1 + an)

2
= na1 +

n(n− 1)

2
d.

这样我们可以方便地计算等差数列的前 n 项和。比如，求前 n 个自然数的
和：an = n− 1 = 0 + (n− 1) · 1，Sn = 0 + n(n−1)

2
· 1 = n(n−1)

2
。

习题 2.2.1.
1. 在 8 和 36 之间插入 6 个数，使得这 8 个数成等差数列。
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2. 设数列 {an}n∈Z+ 为等差数列，证明 an+2 + an = 2an+1。
3. 等差数列 {an}n∈Z+ 中，a1 = 0.3，an = 85.5，d = 0.6，求 n 和 Sn。
4. 求前 n 个奇数 1, 3, 5, · · · , 2n− 1 的和。
5. 直角三角形的三边成等差数列，求三边比例。
6. 等差数列 {an}n∈Z+ 满足 a1 = 1，a10 = 43.3，求 S20 。

2.3 等比数列

来看这样一个数列：

1, 2, 4, 8, 16, 32, 64.

这个数列有一个特点：从第二项起，每一项除以前一项的商总是 2。

一般地，如果某个数列从第二项起，每一项与前一项的比值是同一个
常数，就说这个数列是等比数列。这个常数叫做等比数列的公比，通常用
字母 q 表示。比如，数列 2, 6, 18, 54, 162 的公比是 3，192,−48, 12,−3, 0.75

的公比是 −0.25。

如果数列 {an} 的公比是 q，那么：

a2 = a1q

a3 = a2q = a1q
2

a4 = a3q = a1q
3

...

an = a1q
n−1

等比数列的通项公式是：an = a1q
n−1。

例题 2.3.1. 已知无穷等比数列 1.2, 1.8, 2.7, · · ·，求它的第 30 项。
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解答. 等比数列第一项是 1，公比是 1.8÷ 1.2 = 1.5，所以通项公式是

an = 1.2 · 1.5n−1 =
6 · 3n−1

5 · 2n−1
=

3n

5 · 2n−2
.

第 30 项 a30 =
330

5·228。

例题 2.3.2. 已知 {an}n∈N 是等比数列，a1 = 3，a3 = 12 ，问 1536 是否在
数列中？如果是的话，是第几项？

解答. 设公比为 q，则 a3 = a1q
2。代入 a1、a3 的值，解得 q = 2。于是通项

公式为 an = 3 · 2n−1。如果有 an = 1536，即 3 · 2n−1 = 1536，解得 n = 10。
因此 1536 在数列中，是第 10 项。

设等比数列 {an} 的前 n 项和为 Sn。能否方便地表示 Sn 呢？已知：

Sn =
n∑

i=1

ai =
n∑

i=1

a1q
i−1 = a1

n∑
i=1

qi−1

如果公比 q = 1，那么 Sn = na1。

如果公比 q 6= 1，两边乘以 q，得到

qSn = q · a1
n∑

i=1

qi−1 = a1

n∑
i=1

qi.

也就是说，

qSn = a1

n+1∑
i=2

qi−1 = a1q
n + a1

n∑
i=1

qi−1 − a1 = a1q
n + Sn − a1

把右边的 Sn 移到左边，解得：

Sn = a1
qn − 1

q − 1
.

由于 an = a1q
n−1，所以上式也可以写成：

Sn =
qan − a1
q − 1

.

这样我们可以方便地计算等比数列的前 n 项和。比如，求 2 的前 n 个
乘方的和：an = 2n = 2 · 2n−1，所以 Sn = 22n−1

2−1
= 2n+1 − 2。
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习题 2.3.1.
1. 在 16 和 36 之间插入 3 个数，使得这 5 个数成等比数列。
2. 设数列 {an}n∈Z+ 为等比数列，证明 an+2 · an = a2n+1。
3. 等比数列 {an}n∈Z+ 中，a1 = 1，公比 q = 0.5，求前 n 项和 Sn。
4. 等比数列 {an}n∈Z+ 中，a1 = 6，an = 393216，q = 2，求 n 和 Sn。
5. 请用 a1、an 和 q 表示等比数列 {an}n∈Z+ 的前 n 项和 Sn。
6. 等比数列 {an}n∈Z+ 满足 a6 = 4，a8 = 9，求 S10 。

2.4 数列的运算

数列是正整数集上的映射。因此，数列之间也可以进行运算。比如，我
们可以定义数列的加法和减法。

比如，设无穷数列 {an}和 {bn}的通项公式分别是 an = n−1、bn = 2n，
那么对任意正整数 n，an+bn = 3n−1。我们定义通项公式为 3n−1为 {an}
与 {bn} 的和，也就是说，我们定义数列的加法：{an}+ {bn} = {an + bn}。

定义 2.4.1. 数列的加减法
给定数列 {an}n∈Z+ 和 {bn}n∈Z+，我们定义这两个数列的和是通项为 an+ bn

的数列。记作：

{an}n∈Z+ + {bn}n∈Z+ = {an + bn}n∈Z+ .

给定数列 {an}n∈Z+ 和 {bn}n∈Z+，我们定义前者减后者的差是通项为 an− bn

的数列。记作：

{an}n∈Z+ − {bn}n∈Z+ = {an − bn}n∈Z+ .

不难验证，数列的加法满足结合律和交换律。我们称每项都等于同一
个数的数列为常数列，任何数列加上常数列 {0} 都等于自己。我们说 {0}
是零数列。
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同样地，可以定义数列的乘法：

定义 2.4.2. 数列的乘法
给定数列 {an}n∈Z+ 和 {bn}n∈Z+，我们定义这两个数列的和是通项为 an · bn
的数列。记作：

{an}n∈Z+ · {bn}n∈Z+ = {an · bn}n∈Z+ .

不难验证，数列的乘法满足结合律和交换律，并且对于数列的加法有
分配律。数列的加法、减法和乘法，都和数的加减法、乘法相同。任何数列
乘以常数列 {1} 都等于它自己。我们说 {1} 是单位数列。

此外，给定数列 {an} 和实数 t，我们可以把 {an} 的每一项乘以 t 得
到一个新数列：t · {an} = {t · an}，这个运算称为数乘运算。数乘运算和数、
数列的四则运算相容。

∀ s, t ∈ R, ∀ {an}, s · (t · {an}) = (s · t) · {an},

(s+ t) · {an} = (s · {an}) + (t · {an}).

∀ t ∈ R, ∀ {an}, {bn}, t · ({an}+ {bn}) = (t · {an}) + (t · {bn}).

任何数列乘以 0 都得到零数列：{0}。

数列之间也可以定义大小关系：

定义 2.4.3. 给定数列 {an}、{bn}，如果

∀n ∈ Z+, an < bn,

就说 {an} 小于 {bn}，{bn} 大于 {an}。在不至于混淆的时候，可以简单记
为 {an} < {bn}。

如果
∀n ∈ Z+, an ⩽ bn,

就说 {an} 小于等于 {bn}，{bn} 大于等于 {an}。在不至于混淆的时候，可
以简单记为 {an} ⩽ {bn}。
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要注意的是，这样定义的大小关系并不完全。也就是说，两个数列可以
既不是大于（等于）关系，也不是小于（等于）关系。

例如数列
{

(−1)n

n

}
和 {(−1)n+1}，前者的奇数项小于 0，偶数项大于 0；

后者的奇数项大于 0，偶数项小于 0。因此奇数项上前者更小，偶数项上后
者更小，不满足定义里的任何一种关系。

我们还可以对无穷数列进行函数操作。比如，我们定义函数 f : x 7→
x2−3，数列 {an}的每一项经过 f 映射到 f(an) = f(n−1) = (n−1)2−3 =

n2 − 2n− 2。那么数列 {n2 − 2n− 2} 就可以称为 {an} 经过 f 的像数列。

另一种对数列的操作方法是下标的变换。设 g 是从正整数集映射到
正整数集的函数，比如 g : n 7→ 3n − 2。从 {an} 出发，考虑数列 {bn}：
bn = ag(n) = a3n−2。这样定义的 {bn} 称为用 g 从 {an} 中提取的数列。要
注意的是，g 不一定把 {an} 中每项恰好提取一次，比如

a1, a1, a2, a2, a3, a3, a4, a4, · · ·

这样的数列也是从 {an} 中提取的。

如果对任何正整数 n，函数 g 满足 g(n+1) > g(n)，用 g 从 {an} 中提
取的数列就可以看作是在 {an} 的项里从前到后挑出一部分项得到的。这样
的数列称为 {an} 的子列。

例题 2.4.1. 考虑用函数 gk : n 7→ n+ k 提取子列，其中 k 是整数。
1. 设 {an} 为等差数列，用 gk 从 {an} 中提取的数列 {bn} 有何性质？
2. 设 {an} 为等比数列，用 gk 从 {an} 中提取的数列 {bn} 有何性质？

解答. 1. 记 {an}的公差为 d。按照定义，对任何正整数 n，总有 an+1 = an+d，
于是：

∀n ∈ Z+, bn+1 = ag(n+1) = an+k+1 = an+k + d = bn + d.
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这说明 {bn} 也是等差数列。可以计算它的前 n 项和 S ′
n：

S ′
n =

n∑
i=1

bn

=
n∑

i=1

an+k

=
n∑

i=1

an + kd

= nkd+
n∑

i=1

an

= nkd+ Sn

其中 Sn 是 {an} 的前 n 项和。
2. 记 {an}的公比为 d。按照定义，对任何正整数 n，总有 an+1 = an ·d，

于是：

∀n ∈ Z+, bn+1 = ag(n+1) = an+k+1 = an+k · d = bn · d.

这说明 {bn} 也是等比数列。可以计算它的前 n 项和 S ′
n：

S ′
n =

n∑
i=1

bn

=
n∑

i=1

an+k

=
n∑

i=1

an · dk

= dk
n∑

i=1

an

= dkSn

其中 Sn 是 {an} 的前 n 项和。



2.4 数列的运算 27

函数 g 还可以是正整数集到自然数集、整数集、有理数集等的函数。比
如，考虑函数 g : n 7→ n− 1，它把数列 {an} 映射为：

a0, a1, · · · , an−1, an, · · ·

这个数列与 {an}并没有不同。我们可以通过 h : n 7→ n+1 把它“恢复”为
{an}。一般来说，对任何下标是正整数集的数列，我们都可以用 g 把它变
为下标是自然数集的数列。反之，对任何下标是自然数集的数列，我们都可
以用 h 把它变为下标是正整数集的数列。g 和 h 是一一对应的。每个下标
是正整数集的数列都恰有一个下标是自然数集的数列与它对应，反之亦然。
也就是说，我们讨论数列的时候，可以把它的下标从 1 开始标记，也可以
把它的下标从 0 开始标记。

以后的讨论中，为了方便，我们有时候会把数列的下标用正整数表示，
有时用自然数表示，但我们讨论的总是同一个对象：所有下标为正整数集
（自然数集）的数列。我们把数列的集合用自然数集的符号 N来标记。比如，
所有取值为实数的数列（称为实数列）的集合记作 RN，所有取值为有理数
的数列（称为有理数列）的集合记作 QN，以此类推。

思考 2.4.1.
1. 能不能定义数列的除法？哪些问题导致我们无法简单定义数列的除

法？
2. 考虑项为有理数的数列（称为有理数列）的集合：QN。配备了关于

数列的加减法和乘法的 QN。和有理数集有什么不同？它更像哪个数集？为
什么？

3. 考虑项为整数的数列（称为整数列）的集合：ZN。配备了关于数列
的加减法和乘法的 ZN。和整数集有什么不同？它更像哪个数集？为什么？
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2.5 有界数列

考察数列
{

1
n

}
n∈Z+，我们发现，对任何正整数 n，它的项总在 0和 1之

间。我们把这样的数列称为有界数列。

一般来说，给定数集 S 的子集 A，如果 S 中某个数 x 使得 A 中的数
总小于等于 x，就说 x 是 A 的上界；如果 x 使得 A 中的数总大于等于 x，
就说 x 是 A 的下界。如果 S 中有 A 的上（下）界，就说 A 有上（下）界，
否则就说 A 没有上（下）界。

数列也可以看作数的集合。比如，数列的项总是有理数，就可以把它看
作有理数集的子集。这样的数列称为有理数列。数列的项总是实数，就可以
把它看作实数集的子集。这样的数列称为实数列。作为数集的子集，数列也
可能有上界和下界。

既有上界又有下界的数列称为有界数列；既没有上界又没有下界的数
列称为无界数列。这些性质统称数列的有界性质。

数列
{

1
n

}
n∈Z+ 有上界 1 和下界 0，是有界数列。再看另一个数列：正

整数列 {n}n∈Z+，它有下界 0，但没有上界。而数列 {n(−1)n}n∈Z+ 既没有
下界，也没有上界，是无界数列。

关于数列的有界性质，我们容易得到以下简单的结论：

• 如果数列 {an} 有上（下）界，那么数列 {−an} 有下（上）界。
• 如果数列 {an}、{bn}都有上（下）界，那么数列 {an+bn}也有上（下）
界。

• 如果数列 {an}各项的绝对值构成的数列 {|an|}有上界，那么 {an}有
界。

• 如果 {an} 有界，那么它各项的绝对值构成的数列 {|an|} 有上界。
• 如果数列 {an}、{bn} 有界，那么数列 {anbn} 有界。

另一方面，给定集合 A，A 所有的上界构成一个集合，一般记为 A上。
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如果 A 没有上界，那么 A上 是空集。数列 {an}n∈Z+ 的上界集合一般记作
a上。

如果 A 有上界，那么 A上 不是空集。设 x 是 A上 的元素，那么所有
大于 x 的数都是 A上 的元素，这说明 A上 是半无穷区间，形如 (a; +∞) 或
[ a; +∞)。

类似地，A所有的下界构成集合，一般记为 A下。数列 {an}n∈Z+ 的下界
集合一般记作 a下。如果 A有下界，那么 A下不是空集，并且是形如 (−∞; a)

或 (−∞; a ] 的半无穷区间。

思考 2.5.1. 1. 空集的上界和下界有什么性质？
2. 非空集合的上界集合和下界集合之间有什么关系？
3. 给定实数集的子集 A，考虑 A上 的下界构成的集合：A上下，它具有怎

样的性质？

习题 2.5.1.
1. 以下的数列是否有上（下）界？是否是有界数列、无界数列？
1.1.

{
(−1)n

n

}
n∈Z+

1.2.
{

3n+1
n

}
n∈Z+

1.3. a1 = 2, ∀ n ∈ Z+, an+1 = 2an − 1

1.4. a1 = 2, ∀ n ∈ Z+, an+1an = 2an − 1

2. 等差数列的有界性质和哪些因素有关？等比数列呢？
3. 证明：
3.1. 如果数列 {an} 有上界、数列 {bn} 有下界，那么数列 {an− bn} 有

上界。
3.2. 如果数列 {an} 有上界、数列 {bn} 有下界 b > 0，那么数列 {an

bn
}

有上界。
3.3. 如果数列 {an} 有上界、数列 {bn} 有上界 b < 0，那么数列 {an

bn
}

有下界。
4. 给定数列 {an}、{bn}，如果 an ⩽ bn 总成立，那么两个数列的有界

性质有什么联系？a上 和 b上 有什么联系？a下 和 b下 呢？
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第三章 实变函数初步

上一章中，我们学习了数列。数列是出发集为 Z+ 的函数。现在我们来
学习出发集为 R 的函数。我们把这样的函数称为实变函数。

我们已经接触过一些简单的实变函数。正比例函数（x 7→ ax）、一次函
数（x 7→ ax+ b）、反比例函数（x 7→ a

x
）、二次函数（x 7→ ax2 + bx+ c）都

是实变函数的例子。这些函数都来自简单的代数式。我们把这样的函数称
为显式函数，也就是能用表达式写出对应关系的函数。下面来看另外几种
显式函数。

3.1 整幂函数和有理函数

一元整式是变量 x 和数经过有限次加、减、乘法得到的式子。把 x 对
应到关于 x的一元整式，就得到一个整式函数。正比例函数、一次函数、二
次函数等都是整式函数。一类简单的整式函数是整幂函数：

fn : x 7→ xn

其中 n 是自然数。

任何数的 0 次方都是 1，所以，f0 : x 7→ 1 是常函数。以下我们不研
究它。f1 和 f2 分别是一次和二次函数。选择几个不同的 n，我们可以用描

31
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点法大致画出 fn 的图像。

x

y

1

1

2

2

3

3

4

4

5

5

6

6

7

7

8

8 9

−4

−3

−2

−1

fn : x 7→ xn

n = 1

−1

n = 2
−2

n = 3
−3

n = 4

−4

n = 5

−5

n = 6

−6

整幂函数 x 7→ xn 的图像

从图像中可以发现，n 是奇数的时候，函数图像关于原点对称。n 是偶
数的时候，函数图像关于 y 轴对称。我们说具有前一种性质的函数是奇函
数，具有后一种性质的函数是偶函数。

定义 3.1.1. 实变函数的奇偶性质给定实变函数 f。如果对 f 定义域中任何
x，都有 f(−x) = f(x)，就说 f 是偶函数。如果对 f 定义域中任何 x，都
有 f(−x) = −f(x)，就说 f 是奇函数。

要注意的是，奇（偶）函数的定义中隐含了“函数定义域关于 0对称”的要
求。因为如果 f(−x)没有定义，就不存在 f(−x) = f(x)或 f(−x) = −f(x)

的性质了。

由奇（偶）函数的定义，研究奇（偶）函数时，我们往往只需要研究半
个定义域，另外一半的性质通过对称性就可以得到。

比如，研究区间 (−3; 3) 上的偶函数 g，我们只需要研究 g 在 [ 0; 3) 上
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的性质。g 在区间 (−3; 0 ] 上的性质，可以通过 g(−x) = −g(x) 得到。

任何奇函数 f，如果在 0 处有定义，总有 f(0) = −f(−0) = −f(0)，所
以 f(0) = 0。偶函数在 0 处的值则不一定是 0。

对定义域关于 0 不对称，但在对称范围内是奇（偶）函数的函数，也
可以将其自然补全。

比如，在区间 [−1; 2 ] 上定义函数 f : x 7→ x2。f 在 [−1; 1 ] 上是偶函
数，但定义域不对称。我们可以自然地将 f 的定义域补全到 [−2; 2 ]。定义
在区间 [−2; 2 ] 上的新函数 f : x 7→ x2 就是偶函数了。

从图像中还可以发现，n 是偶数的时候，fn 总大于等于 0。n 是奇数的
时候，fn(x) 可以大于任何给定的数，也可以小于任何给定的数。如果把 fn

的值域看作实数集的子集，那么 n 是偶数的时候，值域有下界，n 是奇数
的时候，值域是无界的。

我们把函数值域的有界性质称为函数的有界性质，归纳如下：

定义 3.1.2. 实变函数的有界性质
给定实变函数 f。

• 如果有某个数 M，使得对 f 定义域中任何 x，都有 f(x) ⩽ M，就说
f 有上界（具体来说，有上界 M）。如果不存在这样的 M，就说 f 无
上界。

• 如果有某个数 M，使得对 f 定义域中任何 x，都有 f(x) ⩾ M，就说
f 有下界（具体来说，有下界 M）。如果不存在这样的 M，就说 f 无
下界。

• 既有上界又有下界的函数称为有界函数；既无上界又无下界的函数称
为无界函数。

此外，从图像中还可以观察到，对任何正整数 n，fn(0) = 0。x > 0 时，
fn 总随着 x 的增大不断增大。我们称 fn 在 (0;+∞) 上严格单调递增，或
称 fn 在在 (0;+∞) 上是严格增函数。如果 n 是奇数，那么 fn 在 R 上严



34 第三章 实变函数初步

格单调递增；如果 n 是偶数，x < 0 时，fn 总随着 x 的增大不断减小。我
们称 fn 在 (−∞; 0) 上严格单调递减，或称 fn 在在 (−∞; 0) 上是严格减函
数。我们把这类性质称为函数的单调性质。

定义 3.1.3. 实变函数的单调性质
给定实变函数 f。

• 如果对 f 定义域中任意两个数 x1 < x2，总有 f(x1) ⩽ f(x2)，就说 f

在定义域上单调递增，或者说 f 是增函数。
• 如果对 f 定义域中任意两个数 x1 < x2，总有 f(x1) ⩾ f(x2)，就说 f

在定义域上单调递减，或者说 f 是减函数。
• 如果 f 定义域中任意两个数 x1 < x2，总有 f(x1) < f(x2)，就说 f 在
定义域上严格单调递增，或者说 f 是严格增函数。

• 如果 f 定义域中任意两个数 x1 < x2，总有 f(x1) > f(x2)，就说 f 在
定义域上严格单调递减，或者说 f 是严格减函数。

（严格）单调递增、递减函数，统称为（严格）单调函数。如果 f 在某
个区间上（严格）单调，就把这个区间称为 f 的单调区间，或者说 f 在该
区间上单调。

用以上的定义，我们总结整幂函数的基本性质如下：

• n 是奇数时，fn 是奇函数；n 是偶数时，fn 是偶函数。因此只需研究
它们在 [ 0; +∞) 上的性质。

• 对任何正整数 n，fn(0) = 0。fn 在 (0;+∞) 上严格单调递增。
• n 是偶数时，fn 有下界，最小值是 0，值域是 [ 0; +∞)。n 是奇数时，

fn 是无界函数，值域是 R。
• 如果 n > 1，那么 x > 0 时，随着 x 增大，fn 增大得越来越快。
• 对于给定的 x，若 x > 1，那么 n 越大，fn(x) 越大；若 0 < x < 1，
那么 n 越大，fn(x) 越小。

不同的整幂函数，乘以常数（常函数）再相加，就得到一般的整式函



3.1 整幂函数和有理函数 35

数。一般的整式函数可以写成：

p : D ⊆ R → R

x 7→ a0 + a1x+ · · ·+ anx
n

其中 D为其定义域。和整式一样，我们仍把 n称为整式函数的次数，把 an

称为最高次项，等等。

一元有理式是变量 x和数经过有限次加、减、乘、除法得到的式子，化
简之后总能得到一元分式或整式。一元分式对应的显式函数称为分式函数。
反比例函数就是分式函数。分式函数和整式函数合称为有理函数。一般的
有理函数可以写成：

q : D ⊆ R → R

x 7→ a0 + a1x+ · · ·+ anx
n

b0 + b1x+ · · ·+ bmxm

整式函数的定义域 D 可以是 R 或它的任何子集。分式函数的定义域
则有一定约束。如果某个实数 c 使得作为分母的整式等于 0：

b0 + b1c+ · · ·+ bmc
m = 0,

那么分式函数 q 在 c处没有定义。我们把这样的 c称为 q 的奇点À。分式函
数的定义域不应包含奇点。

一类特殊的分式函数是形如：

f−n : x 7→ x−n

的函数。其中 n是正整数。它们也是整幂函数，但对应的幂次是负整数。它
们也可以写成

f−n : x 7→ 1

xn

显然，0是 f−n 的奇点。它的定义域是 (−∞; 0)∪ (0;+∞)（简记作 R∗）。

选择几个不同的 n，通过描点法画出 f−n 的图像。
À“奇”通“畸”，读音同“奇数”的“奇”。
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整幂函数 x 7→ x−n 的图像

观察函数图像可以发现：

• n 是奇数时，f−n 是奇函数；n 是偶数时，f−n 是偶函数。因此只需研
究它们在 (0, +∞) 上的性质。

• 对任何正整数 n，f−n 在 (0, +∞) 上严格单调递减。
• n 是偶数时，f−n 有下界，无最小值，值域是 (0, +∞)。n 是奇数时，

f−n 是无界函数，值域是 R∗。
• 如果 n > 1，那么 x > 0 时，随着 x 增大，f−n 减小得越来越慢。
• 对于给定的 x，若 x > 1，那么 n 越大，f−n(x) 越小；若 0 < x < 1，
那么 n 越大，f−n(x) 越大。

思考 3.1.1.
1. 对比数列的单调性质和函数的单调性质，有哪些相同点和不同点？
2. 定义数集的有界性质：给定数的集合 S。如果存在数M 使得 ∀x ∈ S，
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x ⩽ M 总成立，就说 S 有上界（有上界 M）；否则说 S 无上界。如果存在
数 M 使得 ∀x ∈ S，x ⩾ M 总成立，就说 S 有下界（有下界 M）；否则
说 S 无下界。既有上界又有下界的集合称为有界集合；既无上界又无下界
的集合称为无界集合。

2.1. 能否用数集的有界性质来定义实变函数的有界性质？
2.2. 某个集合 S 有上界，考虑它的上界构成的集合：S上。S上 具有怎

样的性质？
2.3. 考虑 S上 的下界构成的集合：S上下，它具有怎样的性质？
3. 是否能类比奇函数和偶函数，定义奇数列和偶数列？

3.2 分幂函数和无理函数

以上的函数是关于整式和分式的。它们是 x 和数加减乘除得到的代数
式。如果再添加开方运算，我们就能得到一元无理式。当然，开方得到的式
子不总是无理式，比如

√
(x+ 1)4 = (x+1)2 就不是无理式。我们除开其中

有理式的部分，把剩余的称为无理式。

把 x 对应到一元无理式，得到的函数叫做无理函数。一类简单的无理
函数有着和整幂函数类似的形式：

fr : x 7→ xr.

其中 r 是有理数。我们称它为分幂函数。把 r 写成既约分数的形式。r > 0

时，记 r = p
q
，分幂函数就写成：

fr : x 7→ x
p
q = q

√
xp.

r < 0 时，记 r = −p
q
，分幂函数就写成：

fr : x 7→ x− p
q =

1
q
√
xp

.
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我们不讨论 r = 0 和 q = 1 的情况（前者是常函数，后者是整幂函数）。

选择几个正有理数 r = p
q
> 0，用描点法大致画出 fr 的图像：

分幂函数 x 7→ x
p
q 的图像

观察图像可以发现：

• p, q 是奇数时，fr 是奇函数；p 是偶数 q 是奇数时，fr 是偶函数。因
此只需研究它们在 [0, +∞) 上的性质。

• p 是奇数 q 是偶数时，fr 只在 [ 0; +∞) 上有定义。
• 对任何 r > 0，fr(0) = 0。fr 在 (0, +∞) 上严格单调递增。
• p, q 之一是偶数时，fr 有下界，最小值是 0，值域是 [0, +∞)。p, q 是
奇数时，fr 是无界函数，值域是 R。

• x > 0 时，如果 r > 1，随着 x 增大，fr 增大得越来越快；如果
0 < r < 1，随着 x 增大，fr 增大得越来越慢。

• 对于给定的 x，若 x > 1，那么 r 越大，fr(x) 越大；若 0 < x < 1，那
么 r 越大，fr(x) 越小。
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对比整幂函数，可以发现，除了定义域以外，大多数时候 fr 的性质与 fn 的
性质相符。

选择几个负有理数 r = −p
q
< 0，用描点法大致画出 fr 的图像：

分幂函数 x 7→ x− p
q 的图像

观察图像可以发现：

• p, q 是奇数时，fr 是奇函数；p 是偶数 q 是奇数时，fr 是偶函数。因
此只需研究它们在 (0, +∞) 上的性质。

• p 是奇数 q 是偶数时，fr 只在 (0, +∞) 上有定义。
• 对任何 r < 0，fr 在 (0, +∞) 上严格单调递减。
• p, q 之一是偶数时，fr 有下界，无最小值，值域是 (0, +∞)。p, q 是
奇数时，fr 是无界函数，值域是 R∗。

• x > 0 时，如果 r > 1，随着 x 增大，fr 增大得越来越快；如果
0 < r < 1，随着 x 增大，fr 增大得越来越慢。

• 对于给定的 x，若 x > 1，那么 r 越大，fr(x) 越小；若 0 < x < 1，那
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么 r 越大，fr(x) 越大。

对比整幂函数，可以发现，除了定义域以外，大多数时候 fr 的性质与 f−n

的性质相符。

不讨论过于复杂的 x ⩽ 0 的情况，设定义域为 (0, +∞)，我们可以把
整幂函数和分幂函数一起考虑，称为幂函数：

fr : (0, +∞) → R

x 7→ xr.

这样，我们就可以整理出整幂函数和分幂函数的共性。

• fr 的值域是 (0, +∞)

• r > 0 时，fr 严格单调递增；r < 0 时，fr 严格单调递减。
• r > 1 时，随着 x 增大，fr 增大得越来越快；0 < r < 1 时，随着 x 增
大，fr 增大得越来越慢。

• 对于给定的 x，若 x > 1，那么 r 越大，fr(x) 越小；若 0 < x < 1，那
么 r 越大，fr(x) 越大。

除了分幂函数，我们还可以了解以下几类简单的无理函数。
√
ax+ b 型函数。这类函数是将一次函数开方得到的。一般形式为：

x 7→
√
ax+ b.

其中 a, b 是常数系数。比如，x 7→
√
2x− 3 就是

√
ax+ b 类函数。

√
ax2 + bx+ c 型函数。这类函数是二次函数开方得到的。一般形式为：

x 7→
√
ax2 + bx+ c.

其中 a, b, c 是常数系数。比如，x 7→
√
x2 + 2x− 3 就是

√
ax2 + bx+ c 类函

数。
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√
ax+b√
cx+d

型函数。这类函数是两个
√
ax+ b 类函数的商。一般形式为：

x 7→
√
ax+ b√
cx+ d

.

其中 a, b, c, d 是常数系数。比如，x 7→ 2x−3√
x+3
就是

√
ax+b√
cx+d

类函数。

一些无理函数的图像

处理无理函数定义域的时候需要注意以下几点。首先，写成分式的无
理函数，分母同样可能包含奇点，定义域中不包含这些奇点。其次，偶数次
开方的代数式中，根号下的值需要大于等于 0。因此，定义域只包括使得这
些值大于等于 0 的 x。

例题 3.2.1. 求以下函数的定义域：

(1) x 7→
√
x2 − 3x+ 2

x+ 3
(2) x 7→

4
√
x+ 1√

−x2 − 2x+ 3

(3) x 7→
√
5− 2x

(x− 1)
√
x+ 3

(4) x 7→
√
2− x2

(x2 − 1)
√
x+ 0.3

解答.
1. 这个函数包含了

√
ax2 + bx+ c 型函数作为分子。要求根号下的值
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大于等于 0，即
x2 − 3x+ 2 ⩾ 0.

对左边的二次式做因式分解，得到

(x− 1)(x− 2) ⩾ 0.

解集为 (−∞; 1 ] ∪ [ 2; +∞)。又函数分母为 x 7→ x + 3，有奇点 −3。即 −3

不能在定义域里。于是定义域为 (−∞;−3) ∪ (−3; 1 ] ∪ [ 2; +∞)。
2. 这个函数的分子为偶数次开方无理函数，要求根号下的值大于等于

0。另外，分母为
√
ax2 + bx+ c型函数，因此要求根号下的值大于 0。于是

有不等式组： {
x+ 1 ⩾ 0 (1)

−x2 − 2x+ 3 > 0 (2)

(1) 的解集为 [−1;+∞)，(2) 的解集为 (−3; 1)。于是定义域为两者交集：
[−1; 1)。

3. 这个函数可以看作
√
ax+b√
cx+d

型函数与一次函数的商。处理前者时，通
常将分母有理化。比如这里就变为

x 7→
√
(5− 2x)(x+ 3)

(x− 1)(x+ 3)
.

这个函数有两个奇点：1、−3。分子为偶数次开方根式，要求根号下的值大
于等于 0，即：

(5− 2x)(x+ 3) ⩾ 0

解集为 [−3; 2.5 ]，去掉奇点，得到定义域；(−3; 1) ∪ (1; 2.5 ]。
4. 这个函数涉及了

√
ax+ b 型和

√
ax2 + bx+ c 型函数。要求分子根

号下的值大于等于零，分母根号下的值大于零，并去除奇点。于是有不等式
组： 

2− x2 ⩾ 0 (1)

x+ 0.3 > 0 (2)

x2 − 1 6= 0 (3)
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(1) 的解集为 [−
√
2;
√
2 ]，(2) 的解集为 (−0.3;+∞)。由 (3) 知 x 6= ±1。于

是定义域为：(−0.3; 1) ∪ (1;
√
2 ]。

思考 3.2.1. 考虑无理数 s，函数 fs : x 7→ xs 是否有定义？它的定义域可以
是怎样的？选几个不同的无理数 s，按你的想法定义 fs，用描点法画出 fs

大致的图像。怎样定义下的 fs 最合理？

3.3 三角函数

我们已经学习过正弦、余弦、正切、余切等三角函数。下面我们进一步
整理并探讨它们的性质。

按照各种三角函数定义，我们用描点法画出它们的图像：

−2π −π π 2π 3π

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y sin(x)
cos(x)
tan(x)
cot(x)

这里我们使用弧度制代替角度制。也就是说，不用角度，而用弧度，也
就是角在单位圆中对应的弧长来表示角的大小。对于零角与平角之间的角，
以其顶点为圆心作单位圆，作为圆心角，它在单位圆中对应的弧长和角的
大小成正比。角度和弧度的转换可以用以下公式：

弧度 =角度 · π

180
, 角度 =弧度 · 180

π
.

比如，30 角度对应 30π
180

= π
6
弧度，90 角度对应 90π

180
= π

2
弧度，1 弧度对应
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180
π

≈ 57.3 角度，
√
2 弧度对应 180

√
2

π
≈ 81.03 角度，等等。更一般的角度，

也可以按照以上公式转换。

从图中可以看到，正弦函数和余弦函数是有界函数，定义域是 R，值
域是 [−1; 1 ]。正切函数和余切函数是无界函数。正切函数的定义域是 {x ∈
R | x 6= (k + 1

2
)π, k ∈ Z}，余切函数的定义域是 {x ∈ R | x 6= kπ, k ∈ Z}。

正弦、正切、余切函数是奇函数，余弦函数是偶函数。

此外，对任意实数 x，任意整数 n，都有 sin(x+2nπ) = sinx，cos(x+
2nπ) = cosx。对各自定义域中任意实数 x，任意整数 n，都有 tan(x+nπ) =

tanx，cot(x+ nπ) = cotx。我们把这样的函数称为周期函数。

定义 3.3.1. 给定函数 f。如果有 T > 0 使得其定义域中任何 x，都满足

f(x+ T ) = f(x),

就说 f 是周期函数，T 是 f 的周期。

注意到，如果 T 是周期函数 f 的周期，那么 2T、3T、4T……都是 f

的周期。f 所有周期中若有最小的，就称它为 f 的最小周期，简称“f 的周
期是 T”。若不存在最小周期，就说 f 的周期为 0。常函数是一种特殊的周
期函数，任何正数 T 都是它的周期，我们说常函数的周期是 0。另一个例
子是所谓的示理函数 h，它的定义是：

h(x) =

{
1 如果x ∈ Q
0 如果x /∈ Q

任何有理数 r > 0 都是 h 的周期：如果 x 是有理数，那么 x + r 也是有理
数，于是 h(x + r) = 1 = h(x)；如果 x 是无理数，那么 x + r 也是无理数，
于是 h(x+ r) = 0 = h(x)。

正弦和余弦函数的周期都是 2π。正切和余切函数的周期都是 π。

下面来研究三角函数的增减规律。由于三角函数是周期函数，只需要
研究一个周期内的增减即可。又因为三角函数总是奇函数或偶函数，其增
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减规律关于原点或 y 轴对称，所以只需要研究半个周期。也就是说，对于
正弦函数和余弦函数，我们只需研究区间 [ 0; π ]；对于正切函数，只需研究
区间 [0, π

2
)；对于余切函数，只需研究区间 (0, π

2
]。

我们学习过正弦与余弦函数、正切与余切函数的关联。这里仅举几例：

sin
(π
2
− x
)
= cosx

sin
(
x+

π

2

)
= cosx

tan
(π
2
− x
)
= cotx

x

y y = x

0 1

1

π
2 π

正弦函数在 [ 0; π ] 上的图像

这些关联关系可以让我们在不
同的三角函数之间转换，从不同的
角度看待问题。比如，根据第二个
公式，正弦函数在区间 [ 0; π ] 上的
图像和余弦函数在 [−π

2
; π
2
] 上的图

像是一样的。根据第三个公式，正
切函数和余切函数关于直线 x = π

4

对称。

现在来看正弦函数在区间 [ 0; π ] 上的图像。

可以看到，正弦函数的图像总在直线 y = x下方。在 x = 0附近，函数
值 sin(x) ≈ x，但随着 x 增大，x 的正弦值增大得比 y = x 慢，到了 x = π

2

时不再继续增大，而逐渐减小，最终在 x = π 时再次变成 0。

正弦函数是奇函数，所以区间 [−π; 0 ]上的函数图像与 [ 0; π ]上的图像
关于原点对称。查看整个周期 [−π; π ]，正弦函数在 [−π;−π

2
] 上严格单调

递减；然后在 [−π
2
; π
2
] 上严格单调递增，又在 [ π

2
; π ] 上严格单调递减。用

变化表可以概括为：

余弦函数的增减规律和正弦函数几乎一样。发生在正弦函数 x = x0 处
的事情，在余弦函数 x = x0− π

2
处发生。因此，在周期区间 [−π; π ]上，余



46 第三章 实变函数初步

x

sin (x)

−π −π
2

π
2 π

0

−1

1

0

弦函数的增减规律可以用以下变化表概括：
x

cos (x)

−π 0 π

−1

1

−1

正切函数在单个周期内严格单调递增，但在整个定义域中并不是单调
函数。同样，余切函数在单个周期内严格单调递减，但在整个定义域中并不
是单调函数。

3.4 复合函数和反函数

设有映射 f 将出发集 A 中元素逐个对应到到达集 B 中元素，又有映
射 g 将 f 在 B 中的目标再次对应到集合 C 中元素，那么我们可以定义两
者的复合：

g ◦ f : A → C

x 7→ g(f(x))

如果 A、B、C 都是数集，我们就说函数 f 和 g 复合成为 g ◦f。要使得
映射的复合有意义，f 的值域 Vf 应该是 g 的定义域 Dg 的子集。这样我们
才能把 f(x) 对应到 C 中。如果 Vf 超出了 Dg 的范围，那么我们可以“缩
小”f 的定义域 Df，即找到 Df 的子集 D′，使得 f(D′) ⊆ Dg。

要注意的是，出于书写习惯，不少人会把这个复合映射写成 f ◦ g，因
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为在我们的认知中，A 中元素先经过 f 映射到 B 中，再经过 g 映射到 C

中。不过我们书写函数的时候，自变量在函数符号的右侧，因此，为了和
g(f(x)) 的书写顺序一致，我们把这个复合映射记作 g ◦ f 而不是 f ◦ g。

设函数 f : x 7→
√
x，g : x 7→ 2x−1。则复合函数 g◦f 为 x 7→ g(f(x)) =

2
√
x − 1。注意到 f 的定义域是 [ 0; +∞)，值域是 [0,+∞)，g 的定义域是

R，g ◦ f 的定义域是 [ 0; +∞)。

另一方面，复合函数 f ◦ g 为 x 7→
√
2x− 1。由于 g 的定义域和值

域都是 R，而 f 的定义域是 [ 0; +∞)，我们需要缩小 g 的定义域，使得
g 的值域落在 f 的定义域中。也就是说，我们把 g 的定义域缩小到集合：
{x | 2x − 1 ∈ [ 0; +∞)}。这个集合可以化简成 [ 0.5;+∞)。因此复合函数
f ◦ g 为：

f ◦ g : [ 0.5;+∞) → [ 0; +∞)

x 7→
√
2x− 1

x

y

0.5

0.5

1

1

1.5

1.5

2

2

2.5

2.5

3

3 3.5−1.5

−1.5

−1

−1

−0.5

−0.5

−2

y = x2

y =
√
x

函数 x 7→ x2 与 x 7→
√
x

一般情况下，g ◦ f 6= f ◦ g。甚至，大多数时候，我们无法比较两者，因
为 f 的出发集 g 的到达集不同。只有当 C 和 A“重合”的时候，我们才有
可能比较 g ◦ f 和 f ◦ g。
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一种特殊情况是 g ◦ f 为恒等映射，即对 f 的定义域 Df 中的任何元素
x，总有 g(f(x)) = x。我们说这样的 g 是 f 的左逆映射。f 把某个元素 x

对应到目标函数 y，而 g 把 f 的目标元素 y“逆转”为原来的 x。

要使得 f 的左逆映射 g 有定义，我们要求 f 的定义域 Df 等于 g 的
值域 Vg，g 的定义域 Vg 包含 f 的值域 Vf。且对任意 Df 中元素 a 6= b，
f(a) 6= f(b)。可以想象，如果有 a 6= b使得 f(a) = f(b)，那么 a = g(f(a)) =

g(f(b)) = b，自相矛盾！我们把满足这个条件的 f 称为单射。

举例来说，函数 f : x 7→
√
x 是单射，它的定义域是非负实数集合。可

以验证，定义在全体实数上的函数 g : x 7→ x2 是它的左逆映射：

∀ x ⩾ 0, g(f(x)) =
(√

x
)2

= x

但 f 不是 g 的左逆映射：f(g(−1)) = 1。不过，如果把 g 的定义域缩减到
非负实数集合，那么 f 就是 g 的左逆映射了。

类似地，如果 f ◦ g 是恒等映射，就说 g 是 f 的右逆映射。这时 f 的
值域 Vf 应当等于 g 的定义域 Dg。我们说 f 是 Dg 上的满射。

按照定义，g 是 f 的左逆映射，说明 f 是 g 的右逆映射；g 是 f 的右
逆映射，说明 f 是 g 的左逆映射。

如果 g ◦ f 是恒等映射，f ◦ g 也是恒等映射，就说 f 和 g 互为逆映射。
如果 f 和 g 都是函数，就说它们互为反函数。这时 f 和 g 既是单射也是满
射。我们把既是单射又是满射的映射称为双射或一一对应。

举例来说，f : x ∈ [ 0; +∞) 7→ x2 − 1 是双射。它的值域是 [−1;+∞)

对某个 x ⩾ 0，记 y = f(x) = x2 − 1，于是 x =
√
y + 1。定义函数 g : x ∈

[−1, ∞) 7→
√
x+ 1。那么 ∀x ⩾ 0，g(f(x)) =

√
x2 − 1 + 1 = x，f(g(x)) =(√

x+ 1
)2 − 1 = x。于是 f 和 g 互为反函数。

反函数和本函数有什么联系？我们来看它们在平面直角坐标系中的图
像。设 (x, y)是 f 的图像上一点，则 y = f(x)，因此 g(y) = x。这说明 (y, x)
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x

y

0.5

0.5

1

1

1.5

1.5

2

2

2.5

2.5

3

3 3.5−1.5

−1.5

−1

−1

−0.5

−0.5

−2

y = x2 − 1

y =
√
x+ 1

函数 x 7→ x2 − 1 与 x 7→
√
x+ 1

是 g 的图像上一点。反过来，如果 (x, y) 是 g 的图像上一点，则 y = g(x)，
因此 f(y) = x。这说明 (y, x) 是 f 的图像上一点。简而言之，交换函数图
像上一点的横坐标和纵坐标，就得到它的反函数的图像上一点的坐标。

比如，我们用描点法画出 f : x ∈ [ 0; +∞) 7→ x2 − 1 的图像，交换每
个点的横坐标和纵坐标，得到的新坐标可以描出函数 g : x ∈ [−1;+∞) 7→
√
x+ 1 的图像。如果我们作直线 l : y = x，会发现 f 和 g 的图像关于直线

l 对称。这不难证明：

设 P (a, b) 为 f 图像上一点，则 Q(b, a) 为 g 图像上一点。过两点的直
线为 l′ : x + y = a + b。l′ 与 l 垂直，相交于点 M(a+b

2
, a+b

2
)，而 |PM | =

|a−b|√
2

= |QM |，因此 l 是 P,Q 中垂线，P,Q 关于 l 对称。从 g 图像上一点
出发，结论相同。这就说明两者图像关于 l 对称。

这种对称性告诉我们，函数的反函数如果存在，应该是唯一的。下面来
证明这一点：

定理 3.4.1 (逆映射的唯一性). 逆映射如果存在则唯一。
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证明： 设 g1、g2 是 f 的逆映射，则它们既是 f 的左逆映射，也是它的右
逆映射。因此，对于 f 值域中任何元素 y，有唯一的 x 使得 y = f(x)，

g1(y) = g1(f(x)) = x = g2(f(x)) = g2(y).

f 的值域就是 g1、g2 的定义域。因此，g1、g2 相等。 □

例题 3.4.1. 求以下函数的反函数：
1. f : x 7→ xr

2. f : x 7→ 1
x+1

3. f : x 7→
√
1− x2

解答.
根据反函数的唯一性，我们只需找到 f 的一个反函数。

1. 首先来看 r 为正整数的情况。r 为奇数时，f 在 R 上为单射。r 为
偶数时，f 在 R 上不为单射，我们只考虑区间 [0,+∞) 的情况。按照幂函
数的定义，在我们考虑的范围内，g : x 7→ x

1
r 使得

∀x > 0, g(f(x)) = (xr)
1
r = x

∀x > 0, f(g(x)) =
(
x

1
r

)r
= x

因此，g 是 f 的反函数。
再来看 r 为有理数的情况。设 r = p

q
，其中 p, q 为互素的整数，则 1

r
= q

p
。

f 在区间 [ 0; +∞) 上严格单调，我们只考虑 [ 0; +∞) 的情况。

∀ x > 0, (xr)
1
r =

(
x

p
q

) q
p
=
((

(xp)
1
q

)q) 1
p

= (xp)
1
p = x

(
x

1
r

)r
=
(
x

q
p

) p
q
=
((

(xq)
1
p

)p) 1
q

= (xq)
1
q = x
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因此，f 的反函数是 x 7→ x
1
r。

2. f 在其定义域内是单射，因此，我们可以放心地寻找它的反函数。设
y = f(x) = 1

x+1
，则 x = 1−y

y
。因此，考虑函数 g : x 7→ 1−x

x
。在我们考虑的

范围内，

∀x 6= −1, g(f(x)) = g

(
1

x+ 1

)
=

1− 1
1+x

1
x+1

=
x+ 1− 1

1
= x.

同理，

∀x 6= 0, f(g(x)) = f

(
1− x

x

)
=

1
1−x
x

+ 1

=
x

1− x+ x
= x.

这说明，g 是 f 的反函数。
3. f 在其定义域内不是单射，我们只考虑区间 [ 0; 1 ] 的情况。设 y =

√
1− x2，则 x2 + y2 = 1，因此，x =

√
1− y2。这说明，我们要找的函数

很可能就是 f 自己。下面来验证这一点：

∀x ∈ [ 0; 1 ], f(f(x)) = f
(√

1− x2
)

=

√
1−

(√
1− x2

)2
=

√
1− 1 + x2 = x.

因此，f 的反函数是它自己。

思考 3.4.1. 如果 g 是 f 的左逆映射，并且 g 的定义域 Vg 等于 f 的值域
Vf，能否说明 f 是 g 的左逆映射？为什么？
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习题 3.4.1.
1. 画出习题 3.4.1中各个函数和反函数的图像。
2. 求以下函数的反函数：
2.1. ∀x ∈ R, x 7→ x3

2.2. ∀x ∈ R+, x 7→ 1
x+1

2.3. ∀x ∈ [ 0; 1 ], x 7→
√
1− x3

3.5 反三角函数

下面来看三角函数的反函数。三角函数是周期函数，所有三角函数 f

都满足 f(x+ 2π) = f(x)，因此不是单射。我们退而求其次，只考虑三角函
数在部分定义域上的反函数。从上一节可知，反函数的图像和本函数的图
像关于直线 l : y = x 对称。因此，画出三角函数的函数图像后，我们就可
以直观地了解反三角函数的图像。

−3π
4

−π
2 −π

4
π
4

π
2

3π
4

−π
2

−π
4

π
4

π
2

1−1

1

−1

2−2

2

−2

x

y

y = sin(x)
y = arcsin(x)

反正弦函数 x 7→ arcsin(x)

首先来看正弦函数（sin）的反函数。我们希望选择一个最长的区间，让
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正弦函数在这个区间上是单射。常用的区间是 [−π
2
; π
2
]。正弦函数在 [−π

2
; π
2
]

上严格单调递增，从 −1 增长到 1。我们把正弦函数在这个区间上的部分记
作 sin：

sin : [−π

2
;
π

2
] → [−1; 1 ]

x 7→ sinx

画出它的图像，按照直线 l : y = x 作对称，就得到它的反函数，称为反正
弦函数，记作 arcsin：

arcsin : [−1; 1 ] → [−π

2
;
π

2
].

arcsin 中的“arc”是“弧长”的意思。arcsin 最初表示“把 [−1; 1 ] 中的数
按正弦函数的反函数对应到单位圆上的弧长”。

举例来说，arcsin 1 = π
2
，arcsin (−1) = −π

2
，arcsin 0.5 = π

6
，arcsin

√
3
2

=
π
3
，等等。

从图像中可以看出，反正弦函数也是严格单调递增的函数。它的定义
域是 [−1; 1 ]、值域是

[
−π

2
; π
2

]
。sin 是奇函数，因此，反正弦函数也是奇函

数。x > 0 时，反正弦函数总在直线 l 上方，增长越来越快；x < 0 时，反
正弦函数总在直线 l 下方，增长越来越慢。

反正弦函数的定义域是正弦函数的值域。因此，sin (arcsinx) = x 对
[−1; 1 ] 中的数总成立。但反正弦函数的值域只是正弦函数的定义域的真子
集，因此，arcsin (sinx) = x 只对

[
−π

2
; π
2

]
中的数成立。

再来看余弦函数的反函数。由 cosx = sin(x + π
2
) 可知，余弦函数的图

像可以看作正弦函数的图像按向量
(
−π

2
, 0
)
平移的结果。因此，我们可以选

择 [−π; 0 ] 作为研究区间。由于余弦函数是偶函数，我们也可以选择 [ 0; π ]

作为研究区间。常用的区间是 [ 0; π ]。余弦函数在 [ 0; π ] 上严格单调递减，
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从 1 减少到 −1。我们把余弦函数在这个区间上的部分记作 cos：

cos : [ 0; π ] → [−1; 1 ]

x 7→ cosx

画出它的图像，按照直线 l : y = x 作对称，就得到它的反函数，称为反余
弦函数，记作 arccos：

arccos : [−1; 1 ] → [ 0; π ].

−π
2 −π

4
π
4

π
2

3π
4

π

−π
4

π
4

π
2

3π
4

π

−1

1

2

3

1 2 3−1

x

y
y = cos(x)
y = arccos(x)

反余弦函数 x 7→ arccos(x)

从图像中可以看出，反余弦函数也是严格单调递减的函数。它的定义
域是 [−1; 1 ]、值域是 [−π

2
; π
2
]。x < 0 时，反余弦函数总大于 π

2
，减少得越

来越慢；x > 0 时，反余弦函数总小于 π
2
，减少得越来越快。

举例来说，arccos 1 = 0，arccos 0 = π
2
，arccos (−1) = π，arccos 0.5 = π

3
，

arccos
√
3
2

= π
6
，等等。

反余弦函数的定义域是余弦函数的值域。因此，cos (arccosx) = x 对
[−1; 1 ] 中的数总成立。但反余弦函数的值域只是余弦函数的定义域的真子
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集，因此，arccos (cosx) = x 只对 [ 0; π ] 中的数成立。

接下来看正切函数的反函数。正切函数的最小正周期是 π，在 (−π
2
; π
2
)

上严格单调递增。我们把正切函数在这个区间上的部分记作 tan：

tan : (−π

2
,
π

2
) → R

x 7→ tanx

画出它的图像，按照直线 l : y = x 作对称，就得到它的反函数，称为反正
切函数，记作 arctan：

arctan : R → (−π

2
,
π

2
).

−5π
2

−2π −3π
2

−π −π
2

π
2

π 3π
2

2π 5π
2

−2π

−3π
2

−π

−π
2

π
2

π

3π
2

2π

x

y

y = tan(x)
y = arctan(x)

反正切函数 x 7→ arctan(x)
从图像中可以看出，反正切函数也是严格单调递增的函数。它的定义

域是 R、值域是 (−π
2
, π

2
)。tan 是奇函数，因此，反正切函数也是奇函数。

x > 0 时，反正切函数总大于 0，增长越来越慢；x < 0 时，反正切函数总
小于 0，增长越来越快。

举例来说，arctan 0 = 0，arctan 1 = π
4
，arctan (−1) = −π

4
，arctan

√
3 =

π
3
，arctan

√
3
3

= π
6
，等等。



56 第三章 实变函数初步

反正切函数的定义域是正切函数的值域。因此，tan (arctanx) = x对任
何实数总成立。但反正切函数的值域只是正切函数的定义域的真子集，因
此，arctan (tanx) = x 只对 (−π

2
, π

2
) 中的数成立。

最后来看余切函数的反函数。余切函数的最小正周期是 π，在 (0, π)

上严格单调递减。我们把余切函数在这个区间上的部分记作 cot：

cot : (0, π) → R

x 7→ cotx

画出它的图像，按照直线 l : y = x 作对称，就得到它的反函数，称为反余
切函数，记作 arccot：

arccot : R → (0, π).

−2π −3π
2

−π −π
2

π
2

π 3π
2

2π 5π
2

3π

−2π

−3π
2

−π

−π
2

π
2

π

3π
2

2π

x

y

y = cot(x)
y = arccot(x)

反余切函数 x 7→ arccot(x)

从图像中可以看出，反余切函数也是严格单调递减的函数。它的定义
域是 R、值域是 (0; π)。x < 0 时，反余切函数总大于 π

2
，减少得越来越快；

x > 0 时，反余切函数总小于 π
2
，减少得越来越慢。

举例来说，arccot 0 = π
2
，arccot 1 = π

4
，arccot (−1) = 3π

4
，arccot

√
3 = π

6
，
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arccot
√
3
3

= π
3
，等等。

反余切函数的定义域是余切函数的值域。因此，cot (arccotx) = x对任
何实数总成立。但反余切函数的值域只是余切函数的定义域的真子集，因
此，arccot (cotx) = x 只对 (0; π) 中的数成立。

思考 3.5.1.
1. 能否找到别的区间来定义反正弦函数？能否找到比 [−π

2
; π
2
] 更长的

区间？这样定义的反正弦函数有什么不同？
2. 能否找到别的区间来定义反余弦函数？能否找到比 [ 0; π ] 更长的区

间？这样定义的反余弦函数有什么不同？
3. 能否找到别的区间来定义反正切函数？能否找到比 (−π

2
; π
2
) 更长的

区间？这样定义的反正切函数有什么不同？
4. 能否找到别的区间来定义反余切函数？能否找到比 (0; π) 更长的区

间？这样定义的反余切函数有什么不同？
5. 能否定义正割函数和余割函数的反函数？它们有什么特性？

习题 3.5.1.
1. 为什么说“sin 是奇函数，因此，反正弦函数也是奇函数”？这个说

法对一般的函数也成立吗？
2. 考虑函数 x 7→ arcsin (sinx) − x，它对哪些实数有定义？画出它在

[−π; π ] 上的图像。它是周期函数吗？能否将它表示为简单函数和周期函数
的和？

3. 考虑函数 x 7→ arctan (tanx)− x，它对哪些实数有定义？画出它在
[−π; π ] 上的图像。它是周期函数吗？能否将它表示为简单函数和周期函数
的和？

4. 考虑函数 x 7→ cos(2x− 1)，它在什么区间上可以定义反函数？如何
用反三角函数表示这个反函数？
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第四章 数列的极限

我们来考察以下数列：

0,
1

2
,
2

3
,
3

4
,
4

5
,
5

6
, · · ·

它的通项公式是 an = n−1
n
。把数列的前几项在数轴上标出来，我们发现：随

着 n 不断增大，an 不断变大，不断向着 1 靠拢。

数列 {an} 各项随着 n 增大，不断接近 1。虽然数列任一项都不等于 1，
但我们不难产生这样的想法：随着 n 增大，an 的值任意接近于 1。

怎样严谨地表达这个想法呢？我们使用“有求必应”和“一路全真”的
结构，把上面的想法用更具体的方式来描述。直观来看，我们考察以 1 为
中心的区间 [ 1 − r; 1 + r ]，无论这个区间多么小，到了一定的 n 以后，所
有的 an 都会落在这个区间里。

用二元命题 Q(r, n) 表示“an 落在区间 [ 1− r; 1 + r ] 里”。用类似“有
求必应”的结构，以上的想法可以写成：

∀r > 0, ∃n, 使得∀ m ⩾ n, Q(r, n)成立。

这个结构比“有求必允”结构要求更高。它不仅要求“必允”，而且一旦“允”
了，就要求之后“一路全真”。用表格来表示这个结论：

每格颜色对应 Q(r, n) 的真假。每一行对应一个正数 r，每一列对应数
列的一个下标 n。我们的想法是：不论 r > 0是多少，它对应的行中，Q(r, n)

必然从某一列起全为真。

59



60 第四章 数列的极限

我们把 1 称为数列 {an} 的极限。对一般数列来说，我们定义：

定义 4.0.1. 数列的极限
设有无穷数列 {an}，其元素属于数集 T。如果有某个数 x，使得

∀r ∈ T, r > 0, ∃n, 使得 ∀ m ⩾ n, −r ⩽ am − x ⩽ r.

就说 {an} 有极限 x，或 x 是 {an} 的极限，或 {an} 趋于 x，或 {an} 收敛
到 x，记作

lian
n→∞

an = x 或 {an} → x.

数列有极限也称为数列收敛，数列没有极限也称数列不收敛。

n

an

5 10 15 20 30 40

x

x+ r

x− r

从某一项开始，数列的值总落在区间 [ x− r; x+ r ] 中

例题 4.0.1. 数列 {an} 的通项是 an =
1

n2
，它是否有极限？如果有极限，极

限是多少？

解答. {an} 每项都是正数。

an ÷ an+1 =
1

n2
÷ 1

(n+ 1)2
=

(n+ 1)2

n2
= 1 +

2n+ 1

n2
> 1,
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所以 {an} 是单调递减数列。从数轴上看，{an} 不断趋近于 0。猜测它有极
限 0。
设 r > 0，考察区间 [−r; r ]。设 nr 是大于等于 1√

r
的最小正整数，那么，只

要 n ⩾ nr，就有 n2 ⩾ n2
r ⩾ 1

r
，于是 0 ⩽ 1

n2 ⩽ r。因此，∀r > 0，∃nr，使得
∀m ⩾ nr，−r ⩽ am − 0 ⩽ r。这说明 {an} 有极限 0。

4.1 极限的基本性质

不难看出，极限是构造出来的。因此，从定义出发，我们可以说某个数
是某数列的极限。反过来，一个数列有极限，它的极限是否只能有一个呢？
答案是肯定的。我们可以用反证法来证明。

反设某数列 {an} 有两个极限 x1, x2。不妨设 x1 < x2。直觉上，n 足够
大的时候，an 在数轴上离 x1, x2 都很近，到两点的距离比 x2 − x1 的一半
都小，加起来就小于 x2 − x1，于是就产生矛盾了。

具体来说，记 δ = x2−x1

2
为两点距离的一半。选一个小于 δ 的正数 r。

按照极限的定义，有正整数 n1, n2 使得：

∀m ⩾ n1, − r ⩽ am − x1 ⩽ r,

∀m ⩾ n2, − r ⩽ am − x2 ⩽ r.

于是，选一个比 n1, n2 都大的 m，比如 m = n1 + n2，这时 am − x1 ⩽ r，
x2 − am ⩽ r。加起来就得到：

x2 − x1 ⩽ 2r < 2δ = x2 − x1.

矛盾！因此，数列如果有极限，只能有一个极限。

数列的极限，如果存在，是唯一的。我们可以把数列 {an} 的极限记为
a∞。如果要讨论数列和它的极限之间的关系，我们可以把这个关系看作一
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种映射，称为极限映射或取极限的操作。比如，实数构成的数列与其极限的
关系，可以写成：

lian : RN −→ R

{an} 7−→ a∞

设数列 {an} 有极限 a∞。我们把它每一项减去 a∞，得到的数列 {an −
a∞}趋于 0。所以，任何有极限的数列，都可以看做一个趋于 0的数列加上
它的极限。我们把趋于 0 的数列称为无穷小。任何有极限的数列，都是它
的极限加上无穷小。

极限描述了数列的项在“远处”的特征。我们把数列下标超过一定限度
后的特征称为数列的大体行为。有极限的数列，我们可以用极限来刻画数
列的大体行为（落在极限“附近”）。没有极限的数列，大体行为有什么特征
呢？

我们来看另一个数列：

1, 2, 3, 4, 5, · · ·

它是正整数数列，通项为 an = n。不难看出，它没有极限。因为对任何实
数 x 来说，令 nx 为大于 x 的最小正整数，那么从 nx + 1 开始的项都比 x

大至少 1，无法落到 x 附近的小区间里面。可以说，随着 n 增大，an 会比
任何数都大。

如何严谨描述这个想法呢？我们仍然可以用“有求必应”的结构，把以
上想法写成：

∀x, ∃n, 使得 ∀ m ⩾ n�, am ⩾ x.

直观来看，随着 n 增大，从某一项开始，an 会落到数轴任何给定点 x 的右
边。我们把这个性质称为数列趋于正无穷大。同理，可以定义数列趋于负无
穷大：

∀x, ∃n, 使得 ∀ m ⩾ n�, am ⩽ x.
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直观来看，随着 n 增大，从某一项开始，an 会落到数轴任何给定点 x 的左
边。

n

an

趋于无穷大的数列

我们也把有这两个性质的数列简称为正无穷
大和负无穷大，合称无穷大。

例题 4.1.1. 设数列
{

1
n

}
n∈Z+ 的部分和数列为

{an}，证明：{an} 趋于正无穷大。

证明： 按照定义，∀n ∈ Z+, an = 1+ 1
2
+ · · ·+ 1

n
。

作差：an+1 − an = 1
n+1

> 0，所以 {an} 单调递增。
对任意实数 x，我们需要找到相应的 n，使得
∀m ⩾ n，am ⩾ x。由于 {an} 单调递增，只要
某一项 an ⩾ x，它之后的项都大于等于 x。因此，
只需要找到 n 使得 an ⩾ x 即可。
如果 x ⩽ 1，那么 n = 1 即满足要求。
如果 x > 1，设M 是大于 x的最小整数，考虑 n = 22M。下面证明 a22M > x。

a22M = a20 +
2M∑
i=1

a2i − a2i−1 .

∀ i ∈ [1 . . . 2M ], a2i − a2i−1 =
1

2i−1 + 1
+

1

2i−1 + 2
+ · · ·+ 1

2i

⩾ 1

2i
+

1

2i
+ · · ·+ 1

2i

=
2i−1

2i
=

1

2
.

所以 a22M ⩾ a1 +
1

2
· (2M − 1) = M +

1

2
> x.

这就证明 {an} 趋于正无穷大。 □

极限作为反映数列大体行为的特征，也在一定程度上保留数列之间的
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关系。最简单来说，如果数列 {an} 小于 {bn}，那么，如果俩数列都有极限
a∞、b∞，可以想象，a∞ 不应该比 b∞ 大。反之亦然。

我们有这样的结论：

定理 4.1.1. 极限传递不等关系 设数列 {an}、{bn} 分别有极限 a∞、b∞。如
果 {an} 小于（等于）{bn}，那么 a∞ ⩽ b∞。

要注意的是，极限无法传递严格的不等关系。即便数列 {an} 严格小于
{bn}，它们的极限也可能相等。

举例来说，考虑数列
{

1
n

}
和
{
− 1

n

}
。前者每一项都是正的，后者每一

项都是负的，因此前者每一项严格大于后者对应的项。然而俩数列都趋于
同一个极限：0。

我们看到两个数列中，一个数列每项都比另一个数列对应的项要大，但
两者收敛到同一个极限。这种情况下，如果有第三格数列每项都在两者之
间，那么由于“上下”都趋于同一个数，第三个数列夹在其中，也只能趋于
这个数了。这个结论称为同归定理。

定理 4.1.2. 同归定理 如果数列 {an} 小于（等于）{bn}，{bn} 小于（等于）
{cn}，而 {an}、{cn} 有同样的极限 x，那么 {bn} 也收敛到 x。

证明： 按照定义，对任意正数 r > 0，存在正整数 Na，使得只要 n > Na，就
有 |an−x| < r。同理，存在正整数 Nc，使得只要 n > Nc，就有 |cn−y| < r。
这说明，n 大于 Na, Nc 中较大者的时候，总有

x− r < an ⩽ bn ⩽ cn < x+ r.

因此 {bn} 也收敛到 x。 □

思考 4.1.1.
1. 张三在判定数列 {an} 的极限时写到：数 x 满足：

∀r > 0, ∃n, 使得∀ m > n 都有x− r < am < x+ r.
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因此 {an} 有极限 x。他的说法对吗？
2. 李四在判定数列 {an} 的极限时写到：数 x 满足：

∀r > 0, ∃n, 使得∀ m > n 都有x− 2r ⩽ am ⩽ x+ 2r.

因此 {an} 有极限 x。他的说法对吗？
3. 一般数列除了有极限和趋于正/负无穷大，还可能有什么大体行为？
4. 单调数列除了有极限和趋于正/负无穷大，还可能有什么大体行为？

习题 4.1.1.
1. 以下数列是否有极限？如果有极限，是多少？

1.1. {21−n}
1.2. {(−1)n−1 n+1

3n+1
}

1.3. {1− 1
n3+1

}
2. 以下数列是否趋于无穷大？

2.1. {2n}
2.2. {n2}
2.3. {2n

n2}
3. 用反证法证明：如果数列 {an} 有极限 a∞，且数列的每一项都小于

等于数 c，则 a∞ ⩽ c。
4. 用反证法证明：如果数列 {an} 有极限 a∞，且数列的每一项都小于

数 c，则 a∞ ⩽ c。
5. 如果数列 {an} 趋于 x（趋于正/负无穷大），证明：{an} 的任何子

列趋于 x（趋于正/负无穷大）。
6. 证明：如果数列 {an} 大于等于趋于正无穷大的数列，那么 {an} 也

趋于无穷大。
7. 求数列 {

√
n2 + n+ 1− n} 的极限。

7.1. 证明：∀n,
√
n2 + n+ 1− n > 1

2
。

7.2. 证明：∀n,
√
n2 + n+ 1− n < n+1

2n+1
。

7.3. 使用同归定理证明 {
√
n2 + n+ 1− n} 趋于 1

2
。
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4.2 极限的运算

我们已经学习了数列的运算。数列之间可以做加法、减法、乘法。如果
数列 {an}、{bn} 有极限，它们的和、差、乘积是否有极限？答案是肯定的，
并且符合我们的直觉：

定理 4.2.1. 若数列 {an} 趋于 a，{bn} 趋于 b，则

lim
n→∞

an ± bn = a± b,

lim
n→∞

an · bn = a · b.

特别地，令 {bn} 是常数列，就得到数乘对极限的影响：

∀ t ∈ R, lim
n→∞

t · an = t · lim
n→∞

an.

证明：
首先证明极限的加法：设数列 {an}趋于 a，{bn}趋于 b。按照定义，∀r > 0，
由于 r

2
> 0，总有正整数 na, nb，使得

∀ m ⩾ na, − r

2
⩽ am − a ⩽ r

2
,

∀ m ⩾ nb, − r

2
⩽ bm − b ⩽ r

2
,

因此，

∀ m ⩾ na + nb, − r = −r

2
− r

2
⩽ am + bm − a− b ⩽ r

2
+

r

2
= r

于是数列 {an}+ {bn} 趋于 a+ b。
接下来证明极限的数乘：设 t为实数，数列 {an}趋于 a，则数列 {t · an}趋
于 ta。这样，数列 {an}− {bn} 可以看作 {an}+ {−1 · bn}，因而趋于 a− b。
分两种情况讨论。如果 t = 0，那么 {t · an} = {0}，显然趋于 0，也就是 ta。
如果 t > 0，按照定义，对 ∀r > 0，由于 r

t
> 0，总有正整数 n 使得

∀ m ⩾ n, a− r

t
⩽ am ⩽ a+

r

t
.
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因此
∀ m ⩾ n, ta− r ⩽ t · am ⩽ ta+ r.

这就说明数列 {t · an} 趋于 ta。
最后证明极限的乘法：设数列 {an}趋于 a，{bn}趋于 b。按照定义，∀r > 0，
取 r 与 1 的较小者，记为 r1。由于 r1 > 0，总有正整数 na, nb，使得

∀ m ⩾ na, |am − a| ⩽ r1,

∀ m ⩾ nb, |bm − b| ⩽ r1,

因此，

∀ m ⩾ na + nb, |(am − a)(bm − b)| ⩽ r21.

按定义 r1 ⩽ 1，所以 r21 ⩽ r。这说明数列 {(an − a)(bn − b)} 趋于 0。而
{b · an} 和 {a · bn} 都趋于 ab，常数列 {ab} 也趋于 ab，所以根据前面证明
的极限加减法，数列

{anbn} = {(an − a)(bn − b)}+ {b · an}+ {a · bn} − {ab}

趋于 0 + ab+ ab− ab = ab。 □

加法、减法、乘法都可以对数列的极限做运算。那么除法是否可以呢？
具体来说，若数列 {an} 趋于 a，{bn} 趋于 b，{an

bn
} 是否趋于 a

b
呢？

显然，b = 0 的时候，a
b
无定义，所以先考虑 b 不等于 0 的情况。当然，

bn 有可能是 0。但既然极限 b 6= 0，那么按定义，当 n 足够大时，bn 足够接
近 b，比如介于 b 和 b

2
之间。这时的 bn 就不再为 0 了。于是我们可以只对

足够大的 n 定义 1
bn
。比如，∀ |b|

2
> r > 0，有正整数 N 使得 n > N 时总有

|bn − b| < r，这时 |bn| > ||b| − r| > |b|
2
。于是：

∀ n > N,

∣∣∣∣ 1bn − 1

b

∣∣∣∣ = |bn − b|
|b| · |bn|

<
|bn − b|
|b| · |b|

2

<
2r

b2
.

这说明 { 1
bn
} 趋于 1

b
。{an

bn
} 可以看作 {an · 1

bn
}，因而趋于 a

b
。



68 第四章 数列的极限

如果 b = 0，即数列 {bn} 为无穷小，需要考虑的问题就更多了。同样
先考虑倒数数列

{
1
bn

}
。为了方便讨论，我们不妨设 {bn} 中没有 0。正数

列 {|bn|} 趋于 0，因此
{∣∣∣ 1

bn

∣∣∣} 趋于正无穷大。问题在于 bn 在 0 附近，所
以可正可负。于是，我们对 {bn} 再加一个限制：从某一项开始，{bn} 的项
正负号不变，比如总大于 0。这时必有

{
1
bn

}
趋于正无穷。如果 {an} 的极

限不是 0，那么 n 足够大时 an 的正负号稳定不变，于是 an
bn
的正负号也不

变。这时 {an
bn
} 趋于无穷大，正负号取决于 n 足够大时通项的正负号。

最后考虑 {an}也趋于 0的情况。这时，{an
bn
}的大体行为取决于 an、bn

之间的大小关系，不再是可以统一处理的问题。我们把这种情况下的 {an
bn
}

称为关于数列 {an}和 {bn}的不定式。不定式是否有极限，极限是什么，我
们将在以后具体分析。

综上所述，有极限的数列 {an}、{bn} 的商数列 {an
bn
} 的大体行为，可

以概括为：

设数列 {an} 的极限为 a。
1. 如果 {bn} 的极限 b 6= 0，那么 {an

bn
} 收敛到 a

b
。

2. 如果 {bn} 的极限 b = 0，那么：
1. 如果 a 6= 0，那么：

1. 如果从某一项起，bn 总与 a 同号，那么 {an
bn
} 趋于正无穷大。

2. 如果从某一项起，bn 总与 a 异号，那么 {an
bn
} 趋于负无穷大。

3. 否则 {an
bn
} 没有极限。

2. 如果 a = 0，那么 {an
bn
} 为不定式。

思考 4.2.1.
1. 如果数列 {an} 有极限 a，{bn} 趋于无穷大，它们的和、差、积、商

数列是否有极限？是否趋于无穷大？
2. 如果数列 {an} 有极限 a，{bn} 没有极限，也不趋于无穷大，它们

的和、差、积、商数列是否有极限？
3. 如果数列 {an}、{bn} 都趋于无穷大，它们的和、差、积、商数列有
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什么特性？

4.3 极限和实数

由于本节需要处理的证明细节过多，
证明过程参见附录：从数列到实数的对应部分。

学习无限循环小数的时候，我们思考过这样的问题：0.9̇ 是什么数？它
有多大？

0.9̇ 的问题，引发了这样的思考：什么是数？当我们按任意方式书写数
字符号（包括小数点、循环节等）的时候，我们是否总能知道我们写的东西
是有意义的？

目前，我们学过的数有自然数、整数、有理数和实数。其中，整数是自
然数的减法延伸得到的，有理数是整数的除法延伸得到的。那么，实数和它
们之间的关联是怎样的呢？

从开方运算得到无理数
√
2开始，我们承认了有理数不是所有的数。我

们将有理数和无理数统称为实数。另一方面，我们把直观的长度（及其相
反数）抽象为实数。我们对“数”的认识一方面来自于数数，一方面来自于
客观现实中的测量：长度、面积、体积、温度等等。这两种“数”是否是统
一的呢？更重要的：实数是否是所有的数？怎样的数是实数？实数是怎样的
数？其本质是什么？

这是一个深刻的问题。让我们首先回顾有理数和整数的关系。我们可
以用整数定义有理数。给定有理数 r，它总是某个整数 p 除以正整数 q 的
商。另一方面，给定整数 p 和正整数 q，其商 p

q
总是有理数。也就是说，我
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们有这样一个映射：

L : Z× Z+ → Q

(p, q) 7→ p

q

映射 L 是满射，但不是单射。我们可以这样修改映射 L：考虑所有有序数
对 (p, q)（q 6= 0）构成的集合 Z× Z+ 里的二元关系：

(a, b) ⇋ (c, d) 当且仅当 a · d = b · c.

可以证明，二元关系 ⇋ 是等价关系：

• ∀ a ∈ Z, b ∈ Z+, (a, b) ⇋ (a, b)。
• ∀ a, c ∈ Z, b, d ∈ Z+，如果 (a, b) ⇋ (c, d)，则 (c, d) ⇋ (a, b)。
• ∀ a, c, e ∈ Z, b, d, f ∈ Z+，如果 (a, b) ⇋ (c, d)、(c, d) ⇋ (e, f)，
则 (a, b) ⇋ (e, f)。

因此，我们可以定义等价类 (p, q)。不难证明，每个有理数恰好对应一个这
样的等价类。此外，我们还可以定义这些等价类上的四则运算：

• (a, b)± (c, d) = (ad± bc, bd).

• (a, b)× (c, d) = (ac, bd).

• (a, b)÷ (c, d) = (ad, bc).

可以证明，这样定义的四则运算同样满足加法结合律、乘法结合律、加法交
换律、乘法交换律，以及乘法对加法的分配律。

这说明，我们定义的等价类 (p, q) 和有理数一模一样，只是记法不同。
我们说这样定义的等价类，作为代数系统，与有理数同构。或者说，我们用
以上的方法定义了我们熟知的“有理数和四则运算”这个代数系统。

那么，对实数来说，我们能不能从有理数出发，定义“实数和四则运
算”呢？下面，让我们用数列的极限来定义实数。
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4.3.1 自敛数列

考虑数列 {an}：

a1 = 1, ∀ n ∈ Z+, an+1 =
an
2

+
1

an

{an} 的项是有理数四则运算的结果，所以总是有理数。用归纳法可以证明，
1 ⩽ an ⩽ 2 总成立。此外可以验证：

an+1 −
√
2 =

(an −
√
2)2

2an
,

因此，

|an+1 −
√
2| = |an −

√
2|

2|an|
· |an −

√
2| < 2−

√
2

2
· |an −

√
2| < 0.3 · |an −

√
2|.

这说明总有 |an −
√
2| < (0.3)n−1。于是 {an} 趋于

√
2。然而，

√
2 并不是有

理数。这说明有理数集合并不是致密的。一列有理数互相靠近，自相收敛，
但它们最终收敛的结果，是不属于有理数集合的“空隙”。

对有理数来说，“数列的极限”这个概念是不完善的：我们没法只通过
有理数来讨论有理数列的极限。

另一方面，从直观上，我们可以把有理数列理解为对客观世界不断测
量的结果。举例来说，我们用尺子测量一根树枝的长度，把第 n次测量的结
果记为 an，就得到一个数列。每次测量的结果是尺子最小刻度的倍数，即
为有理数。如果我们测量的手段越来越先进，尺子的最小刻度越来越小，而
且测量的结果相互之间也越来越接近，那么，我们就认为数列 {an} 在不断
逼近树枝的真实长度。换句话说，每个实数，作为真实的长度，可以用相互
之间不断靠近的测量结果来逼近。

我们来定义这样一种数列：

定义 4.3.1. 自敛数列
如果随着 N 增大，数列 {an} 自第 N 项往后，各项之间的差任意小，就说
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数列 {an} 是自敛的（或者说 {an} 有自敛性）。具体来说，给定数列 {an}，
其元素属于数集 T，如果对 T 中任意正数 r，都存在正整数 N，使得对只
要下标 k,m > N，就有 |ak − am| ⩽ r，就说数列 {an} 是自敛的。

顾名思义，数列自敛，指数列的项逐渐相互靠近，自相收敛到一起。

例题 4.3.1. 考察数列
{

1
n

}
n∈Z+ 是否是自敛数列。

解答. 数列
{

1
n

}
n∈Z+ 是单调递减数列，而且有下界 0。任意给定 r > 0，设

r 写为既约分数 r = p
q
，我们可以取 N = q。由于整数 p > 0，总有 p ⩾ 1，

即 r = p
q
⩾ 1

N
。因此，当 n ⩾ m > N 的时候，总有

|an − am| =
1

m
− 1

n
<

1

m
<

1

N
⩽ r.

这说明
{

1
n

}
n∈Z+ 是自敛数列。

例题 4.3.2. 数列 {an}n∈Z+ 满足递推关系：

a1 = 2, 2an+1 = an + 1.

考察 {an}n∈Z+ 是否是自敛数列。

解答. 注意到
an+1 − 1 =

1

2
· (an − 1).

因此，{an − 1}n∈Z+ 是等比数列。通项公式为：

an − 1 =

(
1

2

)n−1

· (a1 − 1) =
1

2n−1

an = 1 +
1

2n−1
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数列 {an}n∈Z+ 单调递减，有下界 1。任意给定 r > 0，设 r 写为既约分数
r = p

q
，我们可以取 N = q。这时 r ⩾ 1

N
。用归纳法可以证明，任意正整数

N 总小于 2N，因此，当 n ⩾ m > N 的时候，总有

|an − am| = 1 +
1

2m−1
−
(
1 +

1

2n−1

)
<

1

2m−1
⩽ 1

2N
<

1

N
⩽ r.

这说明 {an}n∈Z+ 是自敛数列。

不难看出，有极限的数列，总是自敛的，因为它的项会逐渐趋于它的极
限，于是互相靠近，收敛到一起。然而，从最开始的例子可以看出，自敛的
有理数列，不一定收敛到有理数。我们用自敛的有理数列来定义实数：

公理. 实数的根本性质
任何自敛的有理数列总有极限，我们定义实数为自敛有理数列的极限。

作为极限的实数，刻画了实数作为“测量结果”的本质。作为日常生活
中的“长度”抽象得到的概念，实数应当具有这样的性质：任意的长度都是
真实存在的，直尺上不可能有两点之间没有长度；即便由于测量工具的局
限，我们无法精确测量物体的长度，我们也相信，物体的长度可以通过测量
逐渐逼近。实数代表了人类在自身尺度下对空间的朴素认知。

思考 4.3.1.
1. 自敛数列定义中的“|ak − am| ⩽ r”能否改成“|ak − am| < r”？两

种定义是否有区别？
2. 我们定义有理数列的极限时，是否用到了实数？
3. 我们定义有理数列极限的四则运算时，是否用到了实数？

习题 4.3.1.
1. 已知数列的通项公式或递推公式，证明数列是自敛数列：
1.1. { 1

n2}n∈Z+

1.2. a1 = 2, ∀ n ∈ Z+, an+1 =
an
2
+ 1

2an
.

1.3.
{

sin(n)
n

}
n∈Z+
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2. 证明：有极限的数列，总是自敛数列。
3. 证明：自敛数列总是有界数列。

以上我们用自敛有理数列的极限重新定义实数，这样定义的实数是否
符合我们直观的认识呢？

首先，我们要说明有理数总是实数。这是因为常数列总是自敛数列。所
以，给定任意有理数 r，它作为常数列 {r} 的极限，就是实数。

其次，我们定义两个实数的相等关系。

定义 4.3.2. 设实数 a是自敛有理数列 {an}的极限，b是自敛有理数列 {bn}
的极限。a = b 当且仅当 {an − bn} 趋于 0。

可以证明，这样定义的相等关系是一种等价关系。由于有理数也是实
数，实数的相等关系和有理数的相等关系是同一种关系。这个等价关系把
每个实数对应到一个等价类，由所有趋于这个实数的自敛有理数列构成。

接下来定义两个实数的大小关系（也叫序关系）。

定义 4.3.3. 设实数 a, b 分别对应自敛有理数列的等价类 A,B。如果对 A

中任何数列 {an}、B 中任何数列 {bn}，总有正整数 N，使得 {an − bn} 自
第 N 项往后总大于 0，就说 a > b、b < a。

可以证明，这样定义的大小关系满足以下基本性质：

• ∀a，a < a 不成立。
• ∀a, b，a < b，b < a，a = b 恰有一个成立。
• ∀a, b, c，如果 a < b、b < c，则 a < c。

此外还能证明，实数的相等、不等关系和有理数一致。

更关键的是定义实数的四则运算。为此，要证明以下结论：

定理 4.3.1. 设实数 a, b 分别对应自敛有理数列的等价类 A,B。
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• 集合 {{an + bn} | {an} ∈ A, {bn} ∈ B} 是一个等价类，定义它对应的
实数为 a+ b。

• 集合 {{an − bn} | {an} ∈ A, {bn} ∈ B} 是一个等价类，定义它对应的
实数为 a− b。

• 集合 {{an × bn} | {an} ∈ A, {bn} ∈ B} 是一个等价类，定义它对应的
实数为 a× b。

• 如果实数 b 6= 0，那么集合 {{an ÷ bn} | {an} ∈ A, {bn} ∈ B} 是一个
等价类，定义它对应的实数为 a÷ b。

可以证明，这样定义的四则运算，满足加法结合律、乘法结合律、加法
交换律、乘法交换律，以及乘法对加法的分配律，并且与实数的相等、不等
关系兼容（具体证明见附录 A 第二节）。这样就说明，把实数定义为自敛有
理数列的极限，这样的定义满足我们以前对实数的直观认知。

最后，我们来讨论实数构成的数列，我们用同样的方法定义自敛实数
列和实数列的极限。可以证明，

定理 4.3.2. 自敛的实数列总有极限，极限为实数。

而另一方面，有极限的数列总是自敛的。所以，实数列如果有极限，总
是实数。实数不仅是任意自敛有理数列的极限，也是任意自敛实数列的极
限。我们把这个性质称为实数的完备性或致密性，或者说实数集对于极限
操作是完备的，不会像自敛有理数列那样出现极限不在数集里的问题。

实数的完备性说明，如果把极限看作运算，那么实数集对这种运算是
封闭的，就如有理数集对四则运算是封闭的一样。至此，我们具备了运用数
列极限这个工具的坚实基础。数列极限可以成为我们研究实数的有力工具。

思考 4.3.2.
1. 整数、有理数、实数中都有等价关系。对比这些等价关系，你发现了什
么共同点？你认为这些共同点背后的原因是什么？
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2. 如果我们把趋于无穷大的数列也视为有“极限”，能否构造包含无穷大的
“扩展实数集”？这会带来哪些便利与问题？

习题 4.3.2.
设有实数列 {un}n∈Z+。考虑如下定义的数列 {vn}n∈Z+：

∀ n ∈ Z+, vn =
u1 + u2 + · · ·+ un

n
.

1. 假设 {un} 趋于 0。设 r > 0。
1.1. 证明：存在正整数 n0，使得 n > n0 时总有∣∣∣∣∣ 1n

n∑
n0+1

un

∣∣∣∣∣ ⩽ n− n0

n
r.

1.2. 证明：存在正整数 n1，使得 n > n1 时总有 |vn| ⩽ 2r。
2. 证明：只要 {un} 有极限 x，那么 {vn} 也趋于 x。

4.3.2 数列的确界

每个实数都对应多个收敛到它的数列。为了方便，我们希望用一类性
质良好的数列来代表实数。

单调数列是一种简单的数列，单调递增数列中，每一项都大于等于前
面的项；单调递减数列中，每一项都小于等于前面的项。能否用单调数列来
代表实数呢？我们来研究单调数列的大体行为。

以单调递增数列为例。我们已经见过有极限的单调递增数列和趋于正
无穷大的单调递增数列。除此以外，还有别的可能性吗？

我们用“是否有上界”来分类讨论。如果单调递增数列 {an}没有上界，
则 {an} 趋于正无穷大。

如果如果单调递增数列 {an}有上界，即有某个有理数M，使得 an < M

总成立。由于 an 随着 n 增大而增大，可以想象，增大会逐渐变缓乃至停
滞。因此，{an} 应该收敛于某个不大于 M 的数。
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n
5 10 20 40 60 80 100

M yk

a1 y0

yi
yi+1

这个数显然在 a1 和 M 之间。为了找出这个数，设定正整数 k 之后，
我们把 M − a1 这段距离均匀分成 k 份，记每份的大小为 rk =

M−a1
k
。从 a1

出发，一步步“往 M 走”。每步的步长是 rk。一开始的时候，我们处于 a1

的位置，a1 不是数列的上界，最终到达 M，M 是数列的上界。因此，总有
一步，从不是数列的上界走到数列的上界。

记 yi = a1+irk 是“往M 走”第 i步达到的值，y0 = a1，yk = M。我们的
结论就可以写成：总有某个 i，yi不是上界，而在下一步，yi+1 = a1+(i+1)rk

是上界。这说明数列中有 aN(k) 大于等于 yi，却小于 yi+1。由于数列单调递
增，∀n ⩾ N(k)，就总有 yi ⩽ an ⩽ yi+1。换句话说，取 ∀m,n ⩾ N(k)，则
yi ⩽ am ⩽ yi+1，yi ⩽ an ⩽ yi+1。既然如此，an 与 am 的距离自然不大于 yi

与 yi+1 的距离。也就是说，自 aN(k) 开始，数列任两项之间的距离都小于
等于 yi 与 yi+1 的距离，也就是 rk。

因此，对任何正数 r，我们只要令 k 为大于 M−a1
r
的正整数，就有

rk = M−a1
k

< r。于是 ∀m,n ⩾ N(k)，|am − an| 总小于 r。这说明 {an} 是
自敛数列，因此有极限。

综上所述，单调递增数列要么趋于正无穷大，要么有极限。类似可以证
明：单调递减数列要么趋于负无穷大，要么有极限。合起来说就是：

定理 4.3.3. 单调收敛定理
有上界（下界）的单调递增（递减）数列必然有极限。



78 第四章 数列的极限

由于单调递增（递减）数列必然有下界（上界）a1，单调收敛定理可以
简化为：有界单调数列收敛。我们把有界单调数列的极限称为它的确界。单
调递增数列的极限叫做它的上确界，单调递减数列的极限叫做它的下确界。

以单调递增数列来说，如果单调递增数列 {an} 有上界，设 a上 为 {an}
上界的集合，那么上确界 a∞ 就是其中最小的元素。证明如下：

首先证明 a∞ ∈ a上。用反证法。反设 a∞ 不是 {an} 的上界，则有某个
aN 大于 a∞，因此其后的项都大于 a∞。即 n > N 时，an − a∞ > aN − a∞。
于是，对正数 aN − a∞ 来说，没有正整数 m 使得其后的项与 a∞ 的差都小
于等于 aN − a∞。这与 {an} 趋于 a∞ 矛盾！因此 a∞ 是 {an} 的上界。

其次证明 {an}的上界中没有比 a∞更小的。仍然用反证法。反设 b ∈ a上

是某个比 a∞ 更小的上界：b < a∞。于是 an ⩽ b 总成立。也就是说，

∀ n, a∞ − an = a∞ − b+ b− an ⩾ a∞ − b.

这说明 {an} 所有的项和 a∞ 的差都大于等于固定的正数 a∞ − b。于是，对
正数 r = a∞−b

2
来说，没有正整数 m 使得其后的项与 a∞ 的差都小于等于

r。这与 {an} 趋于 a∞ 矛盾！因此 {an} 的上界中没有比 a∞ 更小的。

综上所述，a∞ 是 a上 中最小的元素，也称为数列的最小上界，a上 可以
表示为 [ a∞; +∞)。

同样地，如果单调递减数列 {an} 有下界，那么下确界 a∞ 就是 a下 最
大的元素，也称为数列的最大下界，a下 可以表示为 (−∞; a∞ ]。

确界的概念可以推广到一般的集合。给定非空的数集 S，S 的上（下）
确界就是它的上（下）界集合中的最小（大）元素，分别记作上(S)和下(S)。
可以证明（见附录 B.1）：

定理 4.3.4. 有界集合必有确界
有上（下）界的非空实数集合必有上（下）确界。
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4.4 极限和曲线

极限的概念是我们认识客观世界的重要工具。一个基本的应用是理解
曲线的长度。

我们说点的运动产生了线。具体来说，设 γ 是连接两点 A、B 的曲线。
定义 γ 为实数到平面中点的映射，把闭区间 [ 0; 1 ] 中的数映射到平面中的
点。0 对应起点 A，1 对应终点 B。

来看最基本的例子。以下映射：

γ : t 7→ (cos 2πt, sin 2πt)

描述了一个圆。它的起点 γ(0) 是 (1, 0)，终点 γ(1) 也是 (1, 0)。

直线段的长度对应了我们知道的实数。那么，如何理解曲线（段）的长
度呢？我们曾经用以下公理刻画曲线长度。

公理. 曲线长公理 设 γ 是连接两点 A、B 的曲线。给定正实数 c。如果对
γ 上任意依次选取的若干点 A = A0, A1, · · · , Am = B，总有

|A0A1|+ |A1A2|+ · · ·+ |Am−1Am| ⩽ c,

那么曲线 γ 的长度小于等于 c。

我们可以用极限和确界的概念重新叙述这个公理。考虑集合：

Cγ =

{
m−1∑
i=0

|γ(ti)γ(ti+1)|

∣∣∣∣∣ m ∈ Z+, 0 ⩽ t1 ⩽ t2 ⩽ · · · ⩽ tm ⩽ 1

}
.

Cγ 的元素是 γ 上任意依次选取点得到的折线的长度。它是正实数集 R+ 的
子集。如果 Cγ 是有界集合，那么根据定理，Cγ 有上确界。而曲线的长度，
就定义为 Cγ 的上确界。
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Cγ 是否总是有界集呢？这似乎是个显然的事实，其实不然。数学家已
经发现了长度“无限”的曲线。公理中的 c 如果存在，即 Cγ 是有界集，就
说 γ 是可求长曲线。

例子 4.4.1. 考虑单位圆 �(O, 1)，在圆上按逆时针方向取 n 个点：

A1, A2, · · · , An

分别对应

0,
α

n
,
2α

n
, · · · , (n− 1)α

n
.

其中 α 指周角的大小。计算线段 A1A2 的长度。考虑三角形 A1OA2，它是
等腰三角形，作高 OH1 交 A1A2 于 H1，可以算出

|A1H1| = sin α

2n
.

因此，
|A1A2| = 2 sin α

2n
.

同理可以计算 A2A3 等线段的长度，每段长度都与 A1A2 的长度相同。因此
折线 A1A2 · · ·AnA1 的总长度是 2n sin α

2n
。这就是圆内接正 n 边形的周长。

同理，取圆外接正 n 边形 B1B2 . . . Bn，可以算得其周长为 2n tan α
2n
。

考虑 n = 2m。观察圆内接正 2m 边形和正 2m+1 边形，可以发现，当
m 不断增大时，折线的长度不断增加。同样地，观察圆外接 2m 边形和正
2m+1 边形可以发现，m 不断增大时，折线的长度不断减少。换句话说，我
们有两个数列：

∀m > 2, am = 2m sin
( α

2m

)
, bm = 2m tan

( α

2m

)
.

其中 {am}m∈Z+ 单调严格递增，{bm}m∈Z+ 单调严格递减À。并满足：

∀m, am < am+1 < bm+1 < bm.

Àm ⩽ 2 时 am, bm 并没有定义，但我们可以将其补成单调数列，比如规定 a1 = 0, a2 =

4, b1 = 10, b2 = 9。这不妨碍我们讨论它们的大体行为。
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O
A1

A2

Bn

B1H1

圆内外接正多边形逼近单位圆。边数倍增时，

内接正多边形周长和面积增加，外接正多边形周长和面积减少。

这说明两个数列都是有界数列。比如我们可以说 an 总小于 b3 = 8。而它们
的通项之差为：

2m tan
( α

2m

)
− 2m sin

( α

2m

)
= 2m sin

( α

2m

)( 1

cos
(

α
2m

) − 1

)

= 2m sin
( α

2m

) 1√
1− sin2

(
α
2m

) − 1


< b3 ·

 1√
1− sin2

(
α
2m

) − 1


m 趋于无穷时， α

2m
和 sin

(
α
2m

)
都趋于 0，因此上式最后括号里的差趋于 0。

这说明 {am}m∈Z+ 和 {bm}m∈Z+ 有相同的极限。这个极限就是单位圆的周
长，它分别是 {am} 的上确界和 {bm} 的下确界。我们按惯例将其记为 2π。

我们希望把这个极限写成更一般的形式：

lian
n→∞

n sin
(α
n

)
= 2π.
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这是一个重要性质。我们引入弧度制，将周角的大小记为 2π 后，就可以把
这个极限写成：

lian
n→∞

sin π
n

π
n

= 1.

直观上可以解释为：只要弧长足够小，它和对应弦长的比值会趋于 1。或者
说，圆弧越短就越“直”。

如何证明这个结论呢？让我们继续讨论圆内外接正多边形。这一次我
们研究它的面积。圆内接正 n 边形的面积是 n

2
sin α

n
，外接正 n 边形的面积

是 n tan α
2n
。对于 n = 2m 的情况，我们发现两者的面积也构成和周长类似

的数列，一个严格单调递增，一个严格单调递减。于是，用同样的方法可以
说明，两者有共同的极限，也就是单位圆的面积。即：单位圆的面积是 π。

把单位圆 �(O, 1) 按照内外接正 n 边形的顶点和中心连线均匀分成 n

个小扇形，可以看到，小扇形的面积介于三角形 OA1A2 和 OB1Bn 的面积
之间。小扇形的面积是圆面积 π 的 n 分之一，因此可以得到：

∀n, 1

2
sin 2π

n
<

π

n
<

1

2
tan 2π

n
.

取 n = 2m 就得到：

∀m, sin
( π

m

)
<

π

m
< tan

( π

m

)
=

sin
(
π
m

)
cos
(
π
m

)
cos
( π

m

)
<

sin
(
π
m

)
π
m

< 1.

m 趋于无穷大时， π
m
趋于 0，于是 cos

(
π
m

)
趋于 1，因此根据同归定理，

lian
n→∞

sin π
n

π
n

= 1.

这个结论还可以推广到任何趋于 0 的数列：

定理 4.4.1. 弦弧等极

lian
n→∞

an = 0 =⇒ lian
n→∞

sin an
an

= 1.
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证明： 我们希望把 an 化归为 π
m
的形式，即找到使 an ≈ π

pn
的正整数 pn。

首先， sin (−an)
−an

= − sin an
−an

= sin an
an
。因此可以假定 an 总大于 0。而 an 最终趋

于 0，所以我们可以假设 an 都足够小，比如都小于 1。

对于 an ∈ (0; 1)，记 pn 为使得 anpn > π 的最小正整数。则有：

an(pn − 1) ⩽ π < anpn.

pn > π
an
，所以 an 趋于 0时，pn 趋于正无穷大，因而 sin π

pn
趋于 0，

sin π
pn

π
pn

趋
于 1。这已经接近要证明的结论了。下面我们用它构造 sin an

an
的上下界，再

证明上下界都趋于 1。这样，根据同归定理， sin an
an
就趋于 1 了。

首先，按照弧度制，弧长为 2an 的圆弧，弦长为 2 sin an。因此
sin an
an

<
an
an

= 1.

另一方面，由于正弦函数在 [ 0; 1 ] 上严格单调递增，

anpn > π =⇒ π

pn
< an =⇒ sin

(
π

pn

)
< sin an.

而按定义：pn − 1 ⩽ π
an
。因此

pn − 1

π
· sin

(
π

pn

)
<

sin an
an

< 1.

右侧上界是常数 1，而左侧下界的极限为：

lian
n→∞

(
pn − 1

π
· sin

(
π

pn

))
= lian

n→∞

sin π
pn

π
pn

− 1

π
· lian
n→∞

sin
(

π

pn

)
= 1− 1

π
· 0 = 1.

上下界的极限都是 1，于是根据同归定理，lian
n→∞

sin an
an

= 1. □

习题 4.4.1.
1. 验算圆外接正 n 边形的周长和面积。
2. 通过用 sin x

2
表示 cosx，求极限：

lian
n→+∞

n2

(
1− cos 1

n

)
.

如何从直观上解释这个极限？
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第五章 二项式

我们知道整式分为单项式和多项式，而多项式中最简单的是二项式。很
多实际问题中，我们可以把感兴趣的对象分成两部分的和，写成 a+ b 的形
式，这使得数学家对表达式 (a+ b)n 展开了研究。

5.1 杨辉三角形

(a+ b)n 展开是什么样子？n = 1, 2, 3 时，我们知道，

(a+ b)1 = a+ b

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

继续让 n = 4, 5, 6，可以算出

(a+ b)4 = a4 + 4a3b+ 6a2b2 + 4ab3 + b4

(a+ b)5 = a5 + 5a4b+ 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5

(a+ b)6 = a6 + 6a5b+ 15a4b2 + 20a3b3 + 15a2b4 + 6ab5 + b6

观察这些式子中各项，我们可以发现一些规律。

85
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首先，(a+ b)n 的展开式一共有 n+ 1 项。将它们按 a 的幂次从高到低
排列，第 k 项可以写成 akbn−k 乘以常数系数的形式。也就是说，(a + b)n

的展开式恰好包含了 a, b 构成的所有 n 次齐次式，没有遗漏。

其次，首项 an 和末项 bn 的系数总是 1。此外，每项前的系数有对称
性。akbn−k 的系数和 an−kbk 的系数总相同。我们把这些系数排列成如下三
角形的样子（第一行代表 (a+ b)0 = 1 的系数 1）：

可以看到，每一行相邻的两个系数之和，等于下一行位于它们“中间”
的数。例如，第 5 行左起第 2 个数是 4，第 3 个数是 6。它们的和等于 10，
也就是第 6 行左起第 3 个数。

一般来说，第 n行第 k 个数是 (a+b)n−1 展开式中 ak−1bn−k 的系数，第
k+1个数是 (a+ b)n−1 展开式中 akbn−k−1 的系数，第 n+1行第 k+1个数
是 (a+ b)n 展开式中 akbn−k 的系数。把 (a+ b)n 看作 a+ b 与 (a+ b)n−1 的
乘积，那么 akbn−k 来自前者的 b 与后者的 akbn−k−1 项的积，以及前者的 a

与后者的 ak−1bn−k 项的积。因此，akbn−k 的系数自然是 akbn−k−1、ak−1bn−k

两项的系数的和。换句话说：

∀n，第 n行第一个数是 1。∀ k ∈ [[1, n]]，第 n+1行第 k+1

个数是第 n 行第 k 个数与第 k + 1 个数的和。

公元 1261 年，南宋数学家杨辉所著的《详解九章算术》中就出现了这
个三角数阵，我们把它称为杨辉三角形。在杨辉三角形中使用以上递推算
法，我们可以方便地查出 (a+ b)n 各项的系数。
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5.2 二项式定理

设 n = 100，我们想知道 (a+ b)n 的展开式。仅仅根据递推公式，为了
算出 (a+ b)n，我们要先推出前 100 行。这样的计算太繁琐了。我们希望对
每个系数有直接了解。能否有计算指定系数的“通项公式”？

我们先从比较小的 n 开始找规律。展开 (a + b)2 的时候，我们根据分
配律，得到

(a+ b)2 = a · a+ b · a+ a · b+ b · b.

然后把 ab 和 ba 合并同类项。展开 (a+ b)3 的时候，我们根据分配律，得到

(a+ b)3 = a · a · a+ b · a · a+ a · b · a+ b · b · a

+ a · a · b+ b · a · b+ a · b · b+ b · b · b

然后把 baa、aba、aab 合并同类项，得到 3a2b；把 bba、bab、abb 合并同类
项，得到 3ab2。

一般来说，展开 (a+ b)n 时，我们已经知道所有的项都是 akbn−k 乘以
相应系数的形式，其中的 a和 b来自于每次使用分配律时选择 a还是 b，而
系数是所有相应选择的方法数。具体来说，我们可以认为，展开 (a+ b)n 时，
我们从 n 个连乘的 a + b 中不断选择，把 n 次选择的结果乘起来，然后合
并到某个 akbn−k 中，成为它的系数中的“1”。所有的“1”加起来，就变成
了展开式中 akbn−k 的系数。

例如，展开 (a + b)6 时，我们已经知道有 a2b4 这一项（k = 2）。它的
系数是在 6 个 a, b 中选择 2 次 a、4 次 b 的方法数，即组合数 C2

6。于是，
(a+ b)6 的展开式中，a2b4 这一项的系数是 C2

6 = 15。

对特定的 k 来说，akbn−k 的系数来自于我们展开时选择了 k 次 a、n−k

次 b。因此，akbn−k 的系数就等于选出 k 个 a 和 n − k 个 b 的方法数。它
等于组合数 Ck

n。也就是说，(a+ b)n 的展开式中，akbn−k 的系数为 Ck
n。这
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个系数叫做二项式系数。我们可以完整地写出 (a+ b)n 的展开式：

(a+ b)n =
n∑

k=0

Ck
na

kbn−k =
n∑

k=0

n!akbn−k

k!(n− k)!
.

这个结论称为二项式定理，右边的式子称为 n 次二项展开式。其中为了方
便，约定 C0

n = n!
0!n!

= 1 = Cn
n。

组合数是二项式展开中的系数，因此，可以用二项式定理反过来推导
出组合数的一些基本性质。比如，由前面的结论可知：

Ck
n = Cn−k

n , Ck
n+1 = Ck

n + Ck−1
n .

又如，令 a = b = 1，可得到：

n∑
k=0

Ck
n = 2n.

令 a = −1、b = 1，可得到：

n∑
k=0

(−1)kCk
n = 0.

观察杨辉三角形，还可以发现二项式系数的性质：从 C0
n = 1 起，随着

k 增大，Ck
n 先是不断增大，然后不断减小，最终回到 Cn

n = 1。n = 2m+ 1

为奇数的时候，Cm
n = Cm+1

n 是数值最大的；n = 2m 为偶数时，Cm
n 是数值

最大的。这些性质可以用以下关系式解释：

Ck
n =

n!

k!(n− k)!
=

n− k + 1

k
· n!

(k − 1)!(n− k + 1)!
=

n− k + 1

k
Ck−1

n .

k < n− k + 1 的时候，Ck
n > Ck−1

n ；k > n− k + 1 的时候，Ck
n < Ck−1

n 。分
水岭是 n+1

2
。

具体来说，Ck
n 大概有多大呢？我们知道，使得 Ck

n 最大的 k 在 n 的一
半左右。使用渐进估计（需要用到较高深的知识，这里不展开介绍）可以知
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道，n 足够大之后，这个系数大致等于 2n√
2πn
。也就是说，所有二项式系数

之和大致是最大的二项式系数的 2.5
√
n 倍。二次项系数从 1 变成 n，再变

成 n(n−1)
2
，增长越来越慢，最终在 n 的一半左右达到最大值————大约

是 2n√
2πn
，然后逐渐变小，最后回到 1。

习题 5.2.1.
1. 展开以下二项式：
1.1. (a+ b)8、(a− b)10

1.2. (x+ 1)7、(1− 1
x
)9、(x2 − 1

x
)5

2. 观察 (1 + x)2n 的系数，证明：
∑n

k=0

(
Ck

n

)2
= Cn

2n.

3. 观察 an = (a− b+ b)n 的系数，证明：

∀ 0 ⩽ m < n,
n∑

k=m

(−1)k−mCk
nCm

k = 0.

4. 7103 模 5 的余数是多少？模 25 的余数是多少？

5.3 二项式的应用

二项式在科学研究、生产生活中经常出现，有大量用途。这里举几个简
单的例子。

5.3.1 计算极限

例题 5.3.1. 设实数 a > 1。证明，数列 {an}n∈Z+ 趋于正无穷大。

证明： 记 h = a− 1，则 h > 0。将 an = (1 + h)n 展开可得：

an = (1 + h)n = 1 + nh+ · · ·+ Ck
nh

k + · · ·+ hn.
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右边所有项都是正数。因此，总有 an > 1 + nh。因此，对任意数 A，当
n > A−1

h
时，总有 an > 1 + nh > A。这就说明 {an}n∈Z+ 趋于正无穷大。□

例题 5.3.2. 证明：如果 a > 1，那么：

lian
n→∞

an

n
= +∞.

证明： 同上。n > 1 时，将 an = (1 + h)n 展开可得：

an = (1 + h)n = 1 + nh+
n(n− 1)

2
h2 + · · ·+ Ck

nh
k + · · ·+ hn.

右边所有项都是正数。因此总有：

an

n
=

1 + nh+ n(n−1)
2

h2 + · · ·+ hn

n
>

(n− 1)h2

2
.

对任意正数 A，取 N 为大于 2A
h2 的整数。那么只要 n > N，就有：

an

n
>

(n− 1)h2

2
⩾ Nh2

2
> A.

这就说明
lian
n→∞

an

n
= +∞.

□

以上的结果还可以轻易推广为：

例题 5.3.3. 如果 a > 1，常数 k 为正整数，那么：

lian
n→∞

an

nk
= +∞.

证明： 只需注意到：

an

nk
=


(
a

1
k

)n
n

k

.
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a > 1 时，a
1
k 也大于 1。于是数列


(
a

1
k

)n
n

 趋于正无穷大。而 k 是正整

数，所以 an

nk 作为前者的 k 次方，也趋于正无穷大。 □

这个结论可以用来讨论无穷等比数列的极限。考虑等比数列 {a1qn−1}n∈Z+，
其中 q 是公比。什么情况下，{a1qn−1}n∈Z+ 有极限呢？我们考察它的项的
绝对值：

|an| = |a1| · |q|n−1

这个数列中所有数都大于等于 0。其中 |a1| 不随 n 变化。如果 a1 = 0，那
么 {an} 是常数列。因此我们主要考察 a1 6= 0 的情况。

如果 |q| = 1，那么 |an| = |a1|，{|an|} 是常数列。具体来说，如果
q = 1，那么 an = a1，{an} 是常数列。如果 q = −1，那么 {an} 是形如
a1,−a1, a1,−a1, · · · 的数列，相邻两项总相差 2a1，数列没有极限。

如果 |q| > 1，那么 n 趋于无穷时，|q|n−1 趋于无穷。a1 6= 0 时，{|an|}
趋于正无穷大。具体来说，如果 q 是正数，那么 an 在 a1 > 0时趋于正无穷
大，在 a1 < 0 时趋于负无穷大；如果 q 是负数，那么数列的奇数项和偶数
项符号相反，相邻两项的差是两者绝对值之和，而 |an| 趋于正无穷大，因
此数列没有极限。

另一方面，如果 |q| < 1，那么
1

|q|
> 1。按前面的结论， 1

|q|n 趋于正无

穷大，因此 |q|n 趋于 0，从而 {|an|} 也趋于 0。

综上所述，可以将无穷等比数列 {a1qn−1}n∈Z+ 的大体行为归纳为：

1. 首项为零或公比为一的等比数列是常数列。
2. 公比绝对值小于一的无穷等比数列是无穷小。
3. 公比大于一的无穷等比数列趋于无穷大
3.1. 首项为正时，趋于正无穷大
3.2. 首项为负时，趋于负无穷大
4. 其他情况下，无穷等比数列不收敛。
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我们通常把公比绝对值小于一的无穷等比数列称为无穷递缩等比数列。
无穷递缩等比数列必然收敛于 0。公比为正数时，无穷递缩等比数列是严格
单调数列。公比为负数时，无穷递缩等比数列各项的符号正负交替，绝对值
不断缩小。我们也称这种数列为交替无穷小。

习题 5.3.1.
1. 设有首项为 a，公比为 q 的等比数列 {an}n∈Z+。把 {an} 前 n 项的

和记为数列 {Sn}n∈Z+：

∀n ∈ Z+, Sn = a1 + · · ·+ an.

如果 −1 < q < 1，证明 {Sn} 有极限，并用 a 和 q 表示该极限。
2. 数列 {xn}n∈Z+ 首项 x1 = 2，且满足递推关系：

∀n ∈ Z+, xn+1 =
xn

3
+

2

xn

,

2.1. 证明：xn 总在 1.5 与 2 之间.
2.2. 证明：

xn+1 −
√
3 =

(xn −
√
3)(xn − 2

√
3)

3xn

.

2.3. 构造一个无穷递缩等比数列 {an}，使得 |xn −
√
3| 总小于 an。

2.4. 证明：数列 {xn}n∈Z+ 收敛到
√
3。

5.3.2 二项分布

我们已经学习过单一实验中的二项分布。比如，抛一枚硬币，硬币正面
向上的概率是 p，向下的概率是 1− p，就说实验结果服从系数为 p 的二项
分布。现在来看独立重复这个实验的分布。

假设重复抛掷 n 次硬币，任何两次之间互不干扰。这个独立重复实验
中，每次抛掷正面向上的概率为 p，向下的概率为 1 − p。n 次抛掷是相
互独立的，因此，某 k 次抛掷正面向上，其余 n − k 次抛掷向下的概率
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是 pk(1 − p)n−k。n 次抛掷中，要使得 k 次抛掷向上，有 Ck
n 种可能，因

此，n 次抛掷中有 k 次正面向上的概率就是 Ck
np

k(1− p)n−k，也就是二项式
(p+1− p)n 展开中第 k+1 项。这样的分布称为系数为 p 的 n 次二项分布。
n 次抛掷的终态有 n+ 1 个，其分布列为：

k P(k次正面向上)

0 C0
np

0(1− p)n

1 C1
np

1(1− p)n−1

... ...

n− 1 Cn−1
n pn−1(1−p)1

n Cn
np

n(1− p)0

比如，抛掷 n = 20 次硬币，向上概率为 p = 0.4 的时候，分布可以用以下
直方图表示：

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
0

0.025

0.05

0.075

0.1

0.125

0.15

0.175

0.2

二项分布的直方图（n = 20, p = 0.4）

可以算出，5 次向上的概率约为 0.0746，10 次向上的概率约为 0.1171，
15 次向上的概率约为 0.0013。
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习题 5.3.2.
独立重复抛掷 15 次硬币，每次抛掷向上的概率是 0.6。

1. 计算：3 次向上、6 次向上、8 次向上的概率分别是多少？
2. 画出这个实验结果的分布列。
3. 几次向上的概率最大？

5.3.3 微扰估计*

例题 5.3.4. 某酒厂培养的酵母在某种环境下每 6 个小时数量增加 1%。设
初始培养基数为 100 个单位。20 天后，酵母数量能否超过 200 个单位？

解答. 从已知条件出发，我们以 6 个小时为时间单位，估计酵母数量的增
加情况。设初始时刻为 0，初始时刻酵母数量为 A = 100，把 6 个小时记
为 t，经过的时间单位个数为 n。则在 t 时刻，酵母数量为 A(1 + d)，其
中 d = 1% 为单位时间增量的比例。再过 6 小时，在 2t 时刻，酵母数量为
A(1+ d)(1+ d) = A(1+ d)2。以此类推，在 nt时刻，酵母数量为 A(1+ d)n。

我们要估计的是 20 天后的酵母数量。每天有 24 个小时，因此 20 天相
当于 n = 80个时间单位，于是我们估计 20天后的酵母数量为 A(1+1%)80。
我们要判断 A(1 + 1%)80 是否大于 2A，即 (1 + 1%)80 是否大于 2。

不使用电子设备直接计算 (1 + 1%)80 比较繁琐。我们用二项式定理来
估计 (1 + 1%)80。为了方便，我们采用 (1 + d)n 的记法。根据二项式定理：

(1 + d)n = 1 + C1
nd+ C2

nd
2 + · · ·+ Cn

nd
n.

上式右侧每一项都大于零。因此，只要其中部分项的和大于 2，(1+d)n
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就大于 2。我们从 k 较小的几项开始，计算每一项的大小。

C1
nd = 80× 0.01 = 0.8

C2
nd =

80× 79

2× 1
× 0.012 = 0.316

C3
nd =

80× 79× 78

3× 2× 1
80× 0.013 = 0.08216

根据第一项的值可知：(1 + d)n > 1 + C1
nd = 1.8，类似地，根据前两项、前

三项的值可知：(1 + d)n > 2.116、(1 + d)n > 2.19816。因此，只要根据二项
式展开后的前两项来估计，就能知道 (1 + 1%)80 大于 2。

答：20 天后，该环境下的酵母数量超过 200 个单位。

我们把这样的问题称为微扰估计问题，即估计一个形如 (1 + x)n 的式
子在 x 很接近 0 的时候的值。其中 x 称为扰动项。

我们知道，(1 + x)n 展开式中，x 的 k + 1 次项是 x 的 k 次项乘以
(n−k+1)x

k
。因此，当 nx < 1 的时候，展开式中 x 次数高的项的绝对值，会

比 x 次数较低的项小得多。如果 |nx| 远小于 1，那么 (1 + x)n 展开式的各
项随着 x 次数增加，绝对值快速减小，x 次数高的项相比于 x 次数低的项，
小得可以忽略。于是，微扰估计时，我们主要估计前几项对问题的影响。

例题 5.3.5. 2020 年，某企业向银行申请一笔人民币 10 亿元的贷款，贷款
年利率为 5%，约定分 10 年还清。具体约定：银行自 2021 年 1 月 1 日零
时将 10 亿元汇入企业账户。企业自 2022 年起每年 1 月 1 日向银行偿还一
笔相同金额的现金。10 年后恰好完全还清本金和利息。问题：企业每年偿
还的现金应该是多少？

解答. 让我们从最后一年倒推。设每年还款 x 元；第 i 年末剩余的债务为
zi，初始债务记为 z0。第 10 年年末剩余的债务，恰好由最后一次还款付清，
所以 z10 = x。而第 10 年年末剩余的债务是由第 9 年还款后剩余的欠款，
增加 5% 利息后得到的。因此，倒推一年，第 9 年年末的债务 z9，减去 x
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元还款，乘以 1 + 5% = 1.05，就得到 z10：

(z9 − x)× 1.05 = z10

z9 =
z10
1.05

+ x =
x

1.05
+ x

而第 9 年年末剩余的债务又是由第 8 年还款后剩余的欠款，增加 5% 利息
后得到的。因此，

(z8 − x)× 1.05 = z9

z8 =
z9
1.05

+ x =
1

1.05
×
( x

1.05
+ x
)
+ x =

x

1.052
+

x

1.05
+ x.

这个递推关系对之前的每一年都成立，因此最终得到初始债务和 x 的关系：

10 = z0 =
x

1.0510
+ · · ·+ x

1.052
+

x

1.05
（亿元） (注意：最初不需要还钱)

等式右边是一个等比数列，因此可得：

10 =
x

1.0510
·

9∑
k=0

1.05k =
x

1.0510
· 1.05

10 − 1

1.05− 1

x =
10 · 0.05 · 1.0510

1.0510 − 1
.

关键是计算 1.0510。按照二项式展开：

1.0510 = (1 + 0.05)10 =
10∑
k=0

Ck
10 · 0.05k

注意到 C5
10 = 252，因此第 6 项 C5

10 · 0.055 = 252
32

· 10−5 < 10−4，而之后的项
都远小于它，因此只计算前 6 项，得到：

1.0510 ≈ 1 +
10

20
+

45

400
+

120

8000
+

210

160000
+

252

3200000
≈ 1.6289 .

据此算得
x ≈ 1.2950（亿元）
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实际还款额为人民币 1′2950′4574.97元（精确到分），相差小于 5000元。

习题 5.3.3.
1. 甲国经济规模是乙国的 3 倍。预测甲国经济规模每年增长 2%，乙

国每年增长 6%。按这个趋势估计，多少年后乙国经济规模赶上甲国？
2. 某企业向银行申请一笔 1000 万元的贷款，年化贷款利率为 4%，约

定分 20 年还清，每年偿还相等金额。计算每年的还款额。

5.3.4 近似计算*

例题 5.3.6. 已知某合金的长度热膨胀满足半经验公式：l = l0(1 + η T−T0

T0
)5，

原材料长度 l0 = 25厘米，系数 η = 0.5。当温度 T 从 T0 = 650K 升到 654K

的时候，材料长度增加了多少厘米？将误差保持在 1% 以内。

解答. 关键在于计算 (1 + η T−T0

T0
)5。η T−T0

T0
= 2

650
≈ 0.00308。因此需要计算

1 + 5 · 0.00308 + 10 · 0.003082 + 10 · 0.003083 + 5 · 0.003084 + 0.003085.

我们注意到 0.00308是一个很小的数，它的平方、立方……只会迅速变得非
常非常小。而二项式系数最大不超过 10，因此，上式左起第 3 项开始相对
前两项非常小。
由于 5 · 0.00308 = 0.0154，而 10 · 0.003082 ≈ 0.00009，大概是 0.0154 的千
分之六，在 1% 以内，因此它之后的项就可以忽略了。我们可以说(

1 +
T − T0

T0

)5

≈ 1 + 5 · 0.00308 + 10 · 0.003082 = 1.0155

因此，升温后材料长度约为 25 · 1.0155 = 25.387 厘米，增加了 0.387 厘米。
完整计算的结果约为 0.38699 厘米，误差在 1% 以内，未造成额外误差。

在这个例子里，x ≈ 0.003，

C2
5x

2 =

(
5− 2 + 1

2
x

)
· C1

5x
1
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括号中的 5−2+1
2

x 远小于 1，因此 C2
5x

2 远小于 C1
5x

1，其后的 C3
5x

3、C4
5x

4、
C5

5x
5 更是如此。于是，我们可以根据精度要求，适当舍掉靠后的大部分项，

只保留靠前 x 次数较低的项，快速估计出近似值。

实践中，我们只保留前一到两项，精度不够时，再逐步尝试。比如先计
算 1 + C1

nx = 1+ nx，再计算 1 + C1
nx+ C2

nx
2 = 1+ nx+ n(n−1)

2
x2。如果两

者之差在精度要求的误差范围内，就可以用后一个作为估计结果。

例题 5.3.7. 计算 (1− 0.0082)14，相对误差在 1% 以内。

解答. n = 14，x = −0.0082，计算 1 + nx 和 1 + nx+ n(n−1)
2

x2 的值，分别
得到 0.8852 和 0.8913。两者之差为 0.0061，小于 1%，因此认为精度已达
到要求，取 0.8913 为估计结果。经验证，精确结果为 0.89112 . . .，相对误
差在 1% 以内。

例题 5.3.8. 计算 1.992619，相对误差在 1% 以内。

解答. 将问题转化为求 219 ·
(
1− 2−1.9926

2

)19。这时 n = 19，x = −2−1.9926
2

=

−0.0037。计算 1 + nx 和 1 + nx + n(n−1)
2

x2 的值，分别得到 0.9297 和
0.9320。两者之差为 0.0023，小于 1%，因此认为精度已达到要求。估计结
果为 219 · 0.9320 = 488636.416。经验证，精确结果为 488632.549 . . .，相对
误差在 1% 以内。

思考 5.3.1. 如果某合金的长度热膨胀满足半经验公式：l = l0(1+η T−T0

T0
)0.5。

原材料长度 l0 = 25 厘米，系数 η = 0.5。当温度从 400K 升到 450K 时，
材料长度如何变化？

习题 5.3.4.
1. 设有正整数 n > 1，实数 x > 0，证明：(1 + x)n > 1 + nx.

2. 设有正整数 n > 1，实数 x > −1且 x 6= 0，用归纳法证明：(1+x)n >

1 + nx.
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我们已经学习了数列的极限。数列是正整数集上的映射。下面我们将
继续研究实变函数。数列的极限，对研究实数集上的函数，有什么作用呢？

考虑以下映射：

fQ : Q → R

x 7→ 2x

fQ 定义在有理数域 Q 上，把一个数 x 映射到 2 的 x 次幂。当 x 是有理数
时，我们能够定义“2 的 x 次幂”。当 x 不是有理数的时候，我们能不能合
理地定义“2 的 x 次幂”呢？换句话说，是否有一个比较好的实变函数 fR，
当 x 是有理数时，fR(x) = fQ(x) 呢？

首先，我们要明确定义：当我们说“比较好”的时候，指的是什么。如
果 x不是有理数的时候，fR(x) = 0，那么我们说这样的函数 fR 不够好。为
什么呢？让我们画出这个函数的图像。一般来说，要画一个实变函数，我们
会用“描点连线”的办法，先求出函数在一系列点上的值，然后用直线把相
邻的点连起来。我们认为，这样得到的图像，和函数的真实图像大致一样。

比如，我们想画出函数 fR在区间 [ 1.4; 1.5 ]上的图像。我们发现，fR(1.4)
和 fR(1.5) 都大于 2，乃至 fR(1.41)、fR(1.42)、fR(1.415) 都大于 2，但
fR(

√
2) = 0！这说明 x 的值产生微小变化的时候，函数的值会有突然的

“跳跃”。这样，我们无法凭直觉用“描点连线”的办法来理解这个函数了。

99
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因此，我们希望 fR(
√
2) 最好和 fR(1.41)、fR(1.42) 差不多大，让我们从 1.4

画到 1.5 的时候，函数的值不会突然“跳跃”。

另一方面，不难发现，fQ 自身有不少基本性质。比如，fQ 是单调递增
函数。此外，它有这样的性质：

∀ a, b ∈ Q, fQ(a) · fQ(b) = fQ(a+ b).

我们希望 fR 对任意实数也保持这样的性质。这时，让 fR 在无理数上的取
值为 0 显然也是不行的。

到底什么样的函数是比较好的？我们发现，用四则运算、乘方开方、大
小关系，都没法准确描述我们想要的性质。上一章中，我们知道了实数可以
用有理数列的极限来表示。因此，下面我们尝试用数列的极限来描述我们
直觉中“比较好”的函数。

6.1 极限与连续

我们知道，给定实数 x，存在有理数列 {xn}n∈Z+ 趋于 x。考虑数列
{fQ(xn)}n∈Z+，它是否有极限呢？

我们从一个特殊的点开始研究。

例题 6.1.1. 考虑 x = 0，对任意一个趋于 0 的有理数列 {xn}n∈Z+，考察数
列 {2xn}n∈Z+。它是否有极限？

解答. 从简单的数列开始研究。考虑数列 {2 1
n}n∈Z+，它是否有极限？

设 an = 2
1
n，则 ann = 2。我们知道，给定正整数 n，x > 0 时，x 7→ xn

是递增函数。1n = 1，2n ⩾ 2，所以总有 1 < an ⩽ 2。另一方面，x > 1 固
定时，x

1
n 随着 n 增大而减小，所以 an 随着 n 增大而减小，向 1 靠近。

到底 an 和 1 有多接近呢？我们来计算
(
1 + 1

n

)n。
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根据二项式定理：(
1 +

1

n

)n

= 1 + C1
n ·

1

n
+ C2

n ·
(
1

n

)2

+ · · ·+ Cn
n ·
(
1

n

)n

> 1 + C1
n ·

1

n
= 1 +

n

n
= 2.

这说明 1 < an ⩽ 1 + 1
n
。由于数列 {1} 和 {1 + 1

n
} 都收敛到 1，根据同归定

理，数列 {an} 也收敛到 1。

再考虑“另一边”的数列：∀n ∈ Z+, bn = 2−
1
n。它的通项是 an 的倒

数，因此它收敛到 1 的倒数，也就是 1。

其他趋于 0的有理数列 {xn}n∈Z+ 是否也趋于 1呢？我们可以仿照同归
定理，拿它和 {an}、{bn} 作比较。

{an} 递减收敛到 1，所以对任意 r > 0，都有正整数 N，使得 aN =

2
1
N < 1 + r。这时，

bN =
1

aN
=

1

1 + r
> 1− r.

而 {xn} 趋于 0，所以存在正整数 n，使得 m > n 时总有 |xm| < 1
N
，于是：

1− r < bN = 2−
1
N < 2xm < 2

1
N = aN < 1 + r.

这就说明：{2xn}n∈Z+ 趋于 1。结论：

只要有理数列 {xn}n∈Z+ 趋于 0，{fQ(xn)}n∈Z+ 就趋于 1。

从直观上看，这说明 fQ 在平面中的曲线在点 (0; 1) 附近没有“突变”
或“跳跃”。无论自变量 x 以什么方式靠近 0，fQ(x) 都随之靠近 1。不会出
现突然的变动。这符合我们对 fQ 曲线的大致印象。

一般来说，我们把 1 称为函数 fQ 在（数轴上）0 这一点的极限。

定义 6.1.1. 实变函数在一点的极限
设 f 是实变函数，a 是实数。如果任何在 f 定义域中取值的数列 {an}n∈Z+，
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只要它趋于 a，{f(an)}n∈Z+ 就趋于同一个极限 b，那么就说 b 是函数 f 在
a 处的极限。或者说自变量趋于 a 时，f 趋于或收敛到 b，记作：

lian
x→a

f(x) = b.

从定义可知：

• f 在一点若有极限，则有唯一的极限。
• f 不必在有极限处有定义。但如果 f 在一点 a 处有极限且有定义，那
么由于常数列 an = a 趋于 a，f 在 a 处的极限必定是 f(a)。我们说
f 在 a 处连续。

定义 6.1.2. 实变函数在一点连续
设 f 是实变函数，如果 f 在定义域内一点有极限，就说 f 在该点连续。

用 fQ 的例子来说，fQ 在 0 处有定义，有极限 1，它在 0 处连续。

让我们来看一个简单的例子。

例题 6.1.2. 求函数 f : x 7→ x2 在 x = 0 处的极限。若令 f(0) = 1，即变成：

f : x 7→

x x2 6= 0

1 x = 0.

求 f 在 x = 0 处的极限。

解答. 按照定义，我们考虑任意一个趋于 0但不恒为 0的数列 {xn}n∈Z+，计
算经过 f 映射后得到的数列 f(xn) = x2

n 的极限。按照极限的运算法则，数
列 {x2

n}n∈Z+ 也趋于 0。这说明函数 f 在 0处如果有极限，应该是 0。f(0) = 0

时，这个极限就是 0。但如果 f(0) = 1，那么考虑常数列 {0}，它的极限是
0，而经过 f 映射后变为常数列 {1}，极限是 1。这说明更改后的函数 f 在
0 处没有极限。
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直观上，我们认为连续的函数在一点的极限，就是画函数图像时，曲线
“应该经过”的地方。换句话说，如果函数 f 在实数 a 处有定义，那么当 f

图像上一点 x 的横坐标足够接近 a 时，它的纵坐标应该足够接近 f(a)。最
终，函数图像“应该经过”点 (a, f(a))。函数在一点连续，就是它经过它
“应该经过”的地方，把函数图像在该点前后的部分“连上”了。

实变函数在一点的连续性质是一个局部的性质。具体来说，我们要求
函数 f 在实数 a及其附近有定义，但“附近”可以是任意近。这说明，讨论
函数在一点的连续性时，我们可以避开考虑函数在其他地方的性质。比如，
我们要讨论 f 在 1 处是否连续，可以不考虑 f 在 1.001 处的性质，因为我
们可以只考虑区间 (0.9999; 1.0001)。

整体来看，如果函数 f 在给定区间的任一处都连续，就说 f 在该区间
处处连续，或者说 f 是该区间上的连续函数，该区间是 f 的连续区间。连
续性质是对生活中“连续的线”概念的抽象。如果函数在某个区间上连续，
那么它的图像在直观上是一条连续不断的线，不会有“断点”。

数列除了趋于某个极限，还可能趋于正负无穷大。对应地，函数在一点
也有类似的性质。

定义 6.1.3. 给定实数 a 和实变函数 f，如果任何在 f 定义域中取值的数列
{an}n∈Z+，只要它趋于 a，{f(an)}n∈Z+ 就趋于正（负）无穷大，就说函数 f

在 a 处趋于正（负）无穷大；或者说自变量趋于 a 时，f 趋于正（负）无
穷大：

lian
x→a

f(x) = ±∞.

按照前述定义，如果 f 在 a 处有定义，那么 f 在 a 处趋于 f(a)。因
此，f 在一点趋于无穷大，就说明 f 在该点没有定义。

例题 6.1.3. 计算函数 f : x 7→ 1

x2
在 0 处的极限。

解答. 考虑任意趋于 0 的非零数列 {xn}。按照定义，对任意正数 A，由于
1√
A

> 0，总能找到正整数 N，使得 n > N 时总有 |xn| < 1√
A
，也就是说
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f(xn) =
1

x2
n

> A。这说明 f 在 0 处趋于正无穷大。

讨论函数在一点的极限，也可以不依赖数列。

定义 6.1.4. 实变函数在一点的极限
设 f 是实变函数，a, b是实数。如果对任何 r > 0，都存在 d > 0，使得 f 定
义域中任何数 x 到 a 的距离只要小于 d，f(x) 到 b 的距离就小于 r，就说
b 是函数 f 在 a 处的极限。也可以说自变量趋于 a 时，f 趋于或收敛到 b。

这种定义不需要讨论所有趋近点 a 的数列。它与无穷数列的极限的定
义相仿。两者都要找到关于 r 的“门槛”，区别在于无穷数列极限要找的是
正整数 N，这个定义里要找的是正实数 d。把数列看作 N（或 Z+）到 R 的
映射，那么可以说两种极限定义出自同一种思想，只是定义域结构上的区
别导致了差异：无穷数列并无法真正触碰到“无穷远处”，而函数自变量趋
近 a 时可以触及 a。讨论具体性质时，这个差异就会表现出来。

下面用新定义来证明 f : x 7→ x2 在 x = 0 处连续。

证明： 对任意 r > 0，取 d =
√
r，那么只要 x到 0的距离小于 d（|x−0| < d），

就有：

|f(x)− 0| = x2 = |x− 0|2 < d2 = r.

这就说明 f 在 x = 0 处的极限是 0 = f(0)。于是 f 在 0 处连续。 □

为了方便说话，我们把 (a−d; a+d)称为 a的 d–邻区间，记作 U(a, d)，
它可以描述“与 a 邻近”、“在 a 附近”的概念。那么，|x− a| < d 就等价
于 x ∈ U(a, d)。以上定义也可以说成：“f 定义域中任何在邻区间 U(a, d)

的数，取值都在邻区间 U(b, r) 里”。

下面证明这两种定义是等价的。
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证明： 给定实数 a、b 和实变函数 f。

首先证明数列定义的极限可以推出距离定义的极限：如果对 f 定义域
中任意趋于 a 的数列 {an}，{f(an)} 都趋于 b，那么对于 f 定义域中任意
正数 r，都存在正数 d，使得只要 x ∈ U(a, d)，就有 f(x) ∈ U(b, r)。

使用反证法来证明。反设有正数 r，使得上述的 d 不存在。那么，对任
何 d > 0，总有某个 xd ∈ U(a, d)，使得 |b− f(xd)| ⩾ r。我们取一组特殊的
d，比如 d = 1

n
，对应的 xd 记作 xn，就得到一个数列：{xn}n∈Z+。

数列 {xn} 按定义趋于 a。同时，f(xn) 与 b 的差总大于 r。于是我们
构造出趋于 a 的数列 {xn}，使 {f(xn)} 不趋于 b，矛盾！因此原命题成立。

再证明距离定义的极限可以推出数列定义的极限：如果对于任意正数
r，都存在正数 d，使得对任何 x ∈ U(a, d)，总有 f(x) ∈ U(b, r)，那么，只
要数列 {an} 趋于 a，{f(an)} 就趋于 b。

对任何趋于 a 的数列 {an}，我们要证明 {f(an)} 趋于 b。给定正数 r，
我们需要找到正整数 N，使得 n > N 时总有 |f(an)− b| < r。

根据定义，存在正数 d，使得只要 |x − a| < d，总有 |f(x) − b| < r。
因此，我们只需要让 n > N 时总有 |an − a| < d 即可。而由于 {an} 趋
于 a，按照定义，对于正数 d 来说，存在正整数 Nd，使得 n > Nd 时总有
|an − a| < d。于是这个 Nd 就是我们要找的正整数 N。

□

思考 6.1.1.
1. 考虑实变函数 f 和实数 a。实数 d 大于 0。设 f 在 U(a, d) 上有定

义。试用邻区间的概念给出“函数 f 在 a 处趋于正（负）无穷大”的定义。
2. 定义去心极限：设有实变函数 f 和实数 a, b。如果对任何 r > 0，都

存在 d > 0，使得只要 x ∈ (a− d; a)∪ (a; a+ d)，就有 f(x) ∈ (b− r; b+ r)，
就说 f 在 a 处的去心极限是 b。去心极限和极限有什么不同？

习题 6.1.1.
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1. 证明基本函数的极限：
1.1. 设 c 为常数，则函数 x 7→ c 在任一点的极限总是 c。
1.2. 恒等函数 x 7→ x 在任一点 a 处的极限总是 a。
1.3. 设 c为常数，如果函数 f 在一点 a的极限是 b，那么函数 x 7→ cf(x)

在 a 处的极限是 bc。
2. 考虑实变函数 f 和实数 a, b。定义：如果对任何 r > 0，都存在

d > 0，使得只要 x ∈ (a− d; a ]，就有 f(x) ∈ (b− r; b+ r)，就说 f 在 a 处
的左极限是 b。如果 f 在 a 处有定义，那么 b = f(a)。我们说 f 在 a 处左
连续。

2.1. 参照左极限和左连续的定义，给出函数右极限和右连续的定义。
2.2. 参照极限的数列定义，给出左极限和右极限的数列定义。
2.3. 证明：函数 f 在 a 处有极限，当且仅当它在 a 处有左极限和右极

限，且左极限等于右极限。
3. 定义去心极限：设有实变函数 f 和实数 a, b。如果对任何 r > 0，都

存在 d > 0，使得只要 x ∈ (a− d; a)∪ (a; a+ d)，就有 f(x) ∈ (b− r; b+ r)，
就说 f 在 a 处的去心极限是 b。

3.1. 考虑函数：

f : x 7→

x x2 6= 0

1 x = 0.

证明 f 在 0 处有去心极限。
3.2. 去心极限和极限的定义有什么不一样？
3.3. 写出去心极限的数列定义，与极限的数列定义相比，有何不同？

函数 f 把任何非零实数映射为 x sin π

x
，f(0) = 0。函数 g 把任何

非零实数映射到 0，g(0) = 1。
3.4. 证明：f 在 0 处连续，g 在 0 处有去心极限。
3.5. 考虑通项 an = 1

n
的数列 {an}n∈Z+。{g(f(an))} 是否有极限？

3.6. 考虑通项 bn = 2
2n+1

的数列 {bn}n∈Z+。{g(f(bn))} 是否有极限？
3.7. 以上结果说明 g ◦ f 有怎样的性质？这说明什么问题？
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6.2 极限的基本性质

与数列极限一样，函数在一点的极限也可以进行运算。考虑函数 f, g。
设它们在某点 a 有极限，极限分别是 u, v。按照定义，任意数列 {an} 趋于
a 时，{f(an)} 趋于 u，{g(an)} 趋于 u，因此 {f(an) + g(an)} 趋于 u + v。
这说明 f + g 在 a处有极限，极限是 u+ v。同理，f − g 在 a处有极限，极
限是 u− v；f · g 在 a 处有极限，极限是 u · v。v 6= 0 时，f ÷ g 在 a 处有
极限，极限是 u÷ v。

再来看复合函数的极限。若实变函数 f 在 a处的极限是 b，g 在 b处的
极限是 c，那么按照定义，对任意 r > 0，首先存在 d > 0，使得 |y− a| < d

时总有 |g(y) − c| < r；而对于 d 又有 s > 0 使得 |x − a| < s 时总有
|f(x)− b| < d。于是 |x− a| < s 时总有

|g(f(x))− c| < r.

这说明 g ◦ f 在 a 处有极限 c。

我们可以把这些运算规则写成：

lian
x→a

(f + g)(x) = lian
x→a

f(x) + lian
x→a

g(x)

lian
x→a

(f − g)(x) = lian
x→a

f(x)− lian
x→a

g(x)

lian
x→a

(f · g)(x) = lian
x→a

f(x) · lian
x→a

g(x)

lian
x→a

(f ÷ g)(x) = lian
x→a

f(x)÷ lian
x→a

g(x)

lian
x→a

(g ◦ f)(x) = lian
y→lian

x→a
f(x)

g(y)

根据连续和极限的关系，如果函数 f, g 在 a 处有连续，就是指 f, g 在 a

处有定义且有极限。那么，按照极限的运算律，f ± g、f · g 在 a 处连续。
g(a) 6= 0 的话，f ÷ g 在 a 处连续。若 g 在 f(a) 处有定义，那么 g ◦ f 在 a

处连续。
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以上的运算律这对我们计算复杂函数在一点的极限很有帮助。因为很
多复杂函数可以看作简单函数四则运算以及复合的结果。

例题 6.2.1. 设 m 是正整数，求函数 f : x 7→ (x+ 2)m 在 x = 0 处的极限。

解答. 考虑 g1 : x 7→ xm，则 g1 = hm，其中 h 是恒等函数。因此，对任意实
数 a，f 在 a 处的极限，是 h 在 a 处极限的 m 次方。恒等函数 h 在 a 处
的极限是 a。所以，g1 在 a 处的极限等于 am。

又考虑 g2 : x 7→ x + 2，g2 是 h 与常函数 2 的和。所以对任意实数 a，
g2 在 a 处的极限是 h 在 a 处的极限与 2 的和，即 a+ 2。

f = g1 ◦ g2，所以 f 在 0 处的极限为：

lian
x→0

f(x) = lian
x→0

(g1 ◦ g2)(x) = lian
y→lian

x→0
g2(x)

g1(y) = lian
y→2

g1(y) = 2m.

数列的极限是数列的项接近“无穷远”时的大体行为。这让我们思考，
函数是否也有这样的大体行为。对于定义域允许的函数，除了在一点的极
限，我们可以考虑它在“无穷远”时的大体行为。

定义 6.2.1. 函数在无穷远处的极限 设有实变函数 f 和实数 a。f 对任意大
的实数有定义。如果对任何趋于正无穷大的数列 {xn}，f(xn) 都趋于 a，就
说 a 是 f 在正无穷远处的极限，记为：

lian
x→+∞

f(x) = a

如果对任何趋于正无穷大的数列 {xn}，f(xn)都趋于正（负）无穷大，就说
f 在正无穷远处趋于正（负）无穷大，记为：

lian
x→+∞

f(x) = ±∞

同理，设 f 对任意小的实数有定义。如果对任何趋于负无穷大的数列 {xn}，
f(xn) 都趋于 a，就说 a 是 f 在正无穷远处的极限，记为：

lian
x→−∞

f(x) = a
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如果对任何趋于负无穷大的数列 {xn}，f(xn)都趋于正（负）无穷大，就说
f 在负无穷远处趋于正（负）无穷大，记为：

lian
x→−∞

f(x) = ±∞

例题 6.2.2. 求函数 f : x 7→ 1

x
在无穷远处的极限。

解答. 考虑任何趋于正无穷大的数列 {xn}。按照定义，对任意 A > 0，都有
正整数 N，使得 n > N 时总有 xn > A。这说明 0 < 1

xn
< A。于是 f(xn)

趋于 0。因此 f 在正无穷远处的极限是 0。同理，考虑任何趋于负无穷大的
数列 {xn}。可以证明，f(xn) 趋于 0。因此 f 在负无穷远处的极限是 0。

例题 6.2.3. 求函数 f : x 7→ x2 在无穷远处的极限。

解答. 考虑任何趋于正无穷大的数列 {xn}。按照定义，对任意 A > 0，A+1 >

0，于是有正整数 N，使得 n > N 时总有 xn > A+1。这说明 x2
n > (A+1)2 >

A。于是 f(xn) 趋于正无穷大。因此 f 在正无穷远处趋于正无穷大。同理，
考虑任何趋于负无穷大的数列 {xn}。可以证明，f(xn)趋于正无穷大。因此
f 在负无穷远处趋于正无穷大。

思考 6.2.1.
1. 用邻区间的极限定义，证明函数在一点的极限可以进行四则运算。
2. 考虑在全体实数上有定义的函数 f，及函数 g : x 7→ f

(
1
x

)
。g 在 0

处的极限和 f 在无穷远处的极限有何联系？f 在 0 处的极限和 g 在无穷远
处的极限有何联系？

习题 6.2.1.
1. 计算以下极限。
1.1. 函数 f : x 7→ 2x− 1 在 x = −2 处的极限。
1.2. 函数 f : x 7→ 2x(1− x) 在 x = 1 处的极限。
1.3. 函数 f : x 7→ x

1 + x
在 x = 0 处的极限。

1.4. 函数 f : x 7→ 2x

x2
在 x = 0 处的极限。
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2. 验证以下关于函数极限的性质。
2.1. 证明：设函数 f 和 g 在点 a 处分别有极限 u, v。如果有 d > 0 使

得 0 < |x− a| < d 时总有 f(x) ⩽ g(x)，则 u ⩽ v。
2.2. 第一问中的小于等于号能否改为小于号？
2.3. 设函数 f 和 g 在点 a 处有相同极限 u，h 在 a 附近有定义。证

明：如果有 d > 0 使得 0 < |x − a| < d 时总有 f(x) ⩽ h(x) ⩽ g(x)，则 h

在 a 处有极限 u。
2.4. 第三问中的小于等于号能否改为小于号？
3. 设函数 f 和 g 对任意大的实数有定义。
3.1. 证明：如果函数 f 和 g 在正无穷远处有极限 a, b，则 f + g、f − g、

f × g 在正无穷远处也有极限，分别是 a+ b、a− b、a× b。如果 b 6= 0，那
么 f ÷ g 在正无穷远处有极限 a÷ b。

3.2. 证明：如果函数 f 和 g 在无穷远处都趋于正无穷大，那么 f + g、
f × g 在无穷远处也趋于正无穷大。如果 f 趋于正无穷大，g 趋于负无穷大，
那么 f − g 在无穷远处趋于正无穷大、f × g 在无穷远处趋于负无穷大。

3.3. 如果函数 f 和 g 在无穷远处都趋于负无穷大，那么 f + g、f × g

在无穷远处有何性质？
3.4. 如果有某数 A 使得 x > A 时 f(x) 总小于等于 g(x)，那么 f 和 g

在无穷远处的行为有何规律？
3.5. 如果 f 和 g 在无穷远处有相同的极限 u，或同时趋于正（负）无

穷大；有函数 h 和数 A 使得 x > A 时总有 f(x) ⩽ h(x) ⩽ g(x)，那么 h 在
无穷远处的行为有何特征？

4. 计算以下极限。
4.1. x 7→ 1

x
− 1 在正无穷远处的极限。

4.2. x 7→ 1− 2− 3x

1 + x
在负无穷远处的极限。

4.3. x 7→ x2

1 + x
在无穷远处的极限。

5. 考虑正弦函数 sin，它在无穷远处是否有极限？以此构造一个在 0 处
没有极限的有界函数。
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6.3 连续函数的基本性质

再来看连续函数。连续函数有哪些呢？容易证明：常函数和恒等函数是
连续函数。通过极限的运算法则，我们可以证明，对任何一元整式 P，函数
x 7→ P (x) 是连续函数，在 R 上连续。

再来看另一类基本的函数：三角函数。可以证明，正弦函数和余弦函数
都是连续函数，在 R 上连续。首先证明正弦函数是连续函数。考虑任意实
数 a，我们证明正弦函数在 a 处连续。

按照定义，对任意正实数 r，我们要证明存在 d > 0，使得只要 x ∈
(a− d; a+ d)，就有 | sinx− sin a| < r。

使用和差化积公式。

| sinx− sin a| =
∣∣∣∣2 cos

(
x+ a

2

)
sin
(
x− a

2

)∣∣∣∣ ⩽ 2

∣∣∣∣sin(x− a

2

)∣∣∣∣ .
我们知道，u > 0时，sinu小于 u。而 u < 0时，| sinu| = − sinu = sin−u <

−u。也就是说，总有 | sinu| < |u|。因此，

| sinx− sin a| ⩽ 2

∣∣∣∣sin(x− a

2

)∣∣∣∣ < |x− a| .

也就是说，只要令 d = r，就可以使得只要 x ∈ (a− d; a+ d)，就有 | sinx−
sin a| < r。也就是说，正弦函数在 a 处连续。这就证明正弦函数在其定义
域上处处连续。

用类似的方法可以证明余弦函数在其定义域上处处连续。但我们下面
采用另一个想法。我们知道，对任何实数 x，总有 sinx = cos

(
π
2
− x
)
。从

复合函数的角度来看，余弦函数可以看作正弦函数和 x 7→ π
2
− x 的复合函

数。这两个函数都在定义域上处处连续，因此其复合函数：余弦函数在定义
域上也处处连续。

例题 6.3.1. 求函数 f : x 7→ sinx

x
在 0 处的极限。
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解答. 我们已经证明过，任何非零数列 {an} 趋于 0 的时候，
sin an
an

趋于 1。

因此，f 在 0 处的极限是 1。要注意的是 f 在 0 处没有定义。

继续研究 f，x 6= 0 时，容易验证 f 作为两个连续函数之商，总是连续
函数。而如果我们定义 f(0) = 1，那么 f 在 0 处的极限就等于它在 0 处的
值。因此，可以定义新函数：

f̄ 7→


sinx

x
如果x 6= 0

1 如果x = 0

f 的定义域是非零实数，而 f̄ 的定义域是全体实数。f̄ 在 x 6= 0 时等于 f，
而且在 0 处也连续。我们说 f̄ 是 f 的连续延拓。其中“延拓”是指把函数
定义域扩展到更大的母集，并保持在原集合上取值不变。如果函数的延拓
保持了原函数的某种良好性质，就说它是带有这种性质的延拓。比如 f̄ 是
f 延拓到全体实数的结果，并保持了连续性质，所以称为连续延拓。

连续函数有很多好的性质。比如，可以证明，连续函数总把区间映射到
区间。也就是说：

定理 6.3.1. 介值定理 设函数 f 在区间 [ a; b ] 上连续。那么 f(a) 和 f(b) 之
间任一个数 v，总是 (a, b) 中某个数 u 经过 f 得到的值：f(u) = v。

直观上，我们在平面上画出 f 的图像。这是一条从 (a; f(a)) 出发，到
(b; f(b)) 截止，连续不断的线。直线 y = v 把平面分成两侧。而 f 的图像
中，点 (a; f(a)) 和点 (b; f(b)) 分别在直线两侧。

介值定理告诉我们，连续函数的图像，作为连续不断的线，为了“穿
过”直线 y = v，总会与它相交。

更进一步，我们可以证明：闭区间上的连续函数，值域也是闭区间。
具体来说，函数 f 在闭区间 [ a; b ] 上连续，那么有 a ⩽ x小, x大 ⩽ b，使
y小 = f(x小) 和 y大 = f(x大) 分别是 f 在 [ a; b ] 上的最小值和最大值。而介



6.3 连续函数的基本性质 113

值定理告诉我们：∀y ∈ [ y小; y大 ]，都有 c ∈ [ a; b ] 使得 f(c) = y。这就说明
f 在 [ a; b ] 上能取到 [ y小; y大 ] 中一切值。

思考 6.3.1.
1. 设实变函数 f 在区间 I 上连续且严格单调递增，把 I 映射到区间

J。那么 f 的反函数 g 是否在 J 上连续？
2. 举例说明，如果函数 f 在 [ a; b ] 上不连续，那么可能有某个数 v 介

于 f(a) 和 f(b) 之间，并且 (a; b) 中任何数 u 经 f 映射的值都不等于 v。
3. 任何在 R 上处处连续的函数的图像，是否都把平面分成两部分？在

两侧各取一点，是否能把它们用曲线连起来，而不碰到函数的图像？

习题 6.3.1.
1. 证明：一元整式函数总是在全体实数上的连续函数。
2. 证明以下函数的连续性质：
2.1. x 7→ x

x+ 1
在 0 处连续。

2.2. x 7→ 2 + 2x− 3x2

x− 1
在 0 处连续。

2.3. x 7→ 1

x2 + 1
在 R 上连续。

2.4. 如果 a 6= 2，那么 x 7→ 1− x

2− x
在 a 处连续。

3. 证明：正切函数、余切函数在其定义域上是连续函数。
4. 考虑函数：

ga : x 7→


1− cosx

x2
, 如果x 6= 0

a 如果x = 0.

实数 a 取什么值的时候，ga 在 0 处连续？
5. 证明：如果函数 f 在 [ a; b ] 上连续且严格单调，那么 f(a) 和 f(b)

之间任一个数 v 总恰是 (a, b) 中一个数 u 经 f 映射的值：f(u) = v。
6. 实变函数 f 在点 a 处连续，f(a) > 0。证明：f 在 a 附近大于 0。
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6.4 指数函数与对数函数

回到为 fQ : x 7→ 2x 找一个实变函数 fR 的问题。让我们试一试把 fR 定
义成实数集上的连续函数。

如果可以这么定义 fR，那么作为连续函数，fR 在无理数 x上的取值应
该满足：

f(x) = lian
xn→x

fR(xn) = lian
xn→x

fQ(xn) = lian
n→∞

2xn .

其中 {xn}n∈Z+ 是任一收敛到 x 的有理数列。为此，要求极限 lian
n→∞

2xn 唯一
存在。它就是 fR 在无理数 x 上的取值。

证明： {xn}n∈Z+ 是收敛到 x的有理数列，下面证明极限 lian
n→∞

2xn 唯一存在。

首先证明存在性。{xn} 收敛到 x，所以它是自敛数列。我们希望证明
{2xn} 是自敛实数列，因此收敛。

从 {xn} 自敛的定义出发。按照定义，对任何有理数 r > 0，总有正整
数 N，使得 n,m > N 时，总有 |xn − xm| < r，即

2−r <
2xn

2xm
< 2r.

这说明：

2xm(2−r − 1) < 2xn − 2xm < 2xm(2r − 1).

我们希望证明，对任何正数 s，只要 n,m 足够大，总能找到适当的 r，使得
2xm(2−r − 1) 和 2xm(2r − 1) 的绝对值都比 s 小。为此，我们考察数列 {2xn}
和数列 {2 1

n}。

{xn} 是有界数列，所以 {2xn} 也是有界的。设有理数 M 使得 xn < M

总成立，则 2xn 总小于 2M。

根据前面的证明，我们知道 {2 1
n}、{2− 1

n} 趋于 1。所以对 s
2M

> 0，总
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能找到 N0，使得 n > N0 时总有

1− 2−
1
n <

s

2M
, 2

1
n − 1 <

s

2M
.

即：

∀m ∈ Z+, 2xm(1−2−
1
n ) < 2M(1−2−

1
n ) < s, 2xm(2

1
n −1) < 2M(2

1
n −1) < s.

因此，只要选择正整数 N，使得 n,m > N 时，总有 |xn − xm| < 1
N0+1
，那

么：
−s < 2xm(2

− 1
N0+1 − 1) < 2xn − 2xm < 2xm(2

1
N0+1 − 1) < s.

这就证明 {2xn} 是自敛实数列，因此收敛。

再证明唯一性。设对于某个收敛到 x 的有理数列 {xn}，{2xn} 收敛到
实数 y。考虑另一个收敛到 x 的有理数列 {un}。差数列 {un − xn} 收敛到
0。因此，{2un−xn} 收敛到 1。2un = 2xn · 2un−xn，所以数列 {2un} 收敛，极
限为 y · 1 = y，等于 {2xn} 的极限。 □

我们可以把 fR 写成：

fR(x) =

 2x x ∈ Q
lian
u→x

2u x /∈ Q

这样定义的 fR，保存了 fQ 的良好性质。比如，可以证明 fR 也是单调
递增函数，并且：

∀a, b ∈ R, fR(a+ b) = fR(a) · fR(b).

最后，我们可以验证这样定义的 fR 确实是连续函数（证明见附录 B 第一
节末尾）。

这样，我们就把定义在有理数集上的函数 fQ 延拓为定义在实数集上的
函数 fR。连续函数 fR 保存了 fQ 的良好性质。我们可以用 fR 来定义任何
实数 x 的“2 的 x 次幂”。
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我们把这样的函数称为指数函数。比如，fR 就是指数函数。我们把其
中的 2 称为它的底数，把 x 称为指数。一般来说，对任意正数 a，我们可
以在有理数集上定义底数为 a 的指数函数：

∀x ∈ Q, x 7→ ax.

然后按照以上的方法将其变成定义在实数集上的连续函数：

∀x ∈ R, x 7→ ax.

我们可以画出不同底数的指数函数的图像：

x

y

1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

5

6

0

−1

−5 −4 −3 −2 −1

y = ax

a = 0.25
a = 0.5
a = 0.7
a = 1
a = 1.3
a = 2
a = 5

指数函数 y = ax 的图像

从图像中可以发现：

• 指数函数的定义域是全体实数。
• 底数大于 1 时，指数函数严格单调递增。

•1. 自变量 x 趋于负无穷时，函数值趋于 0。
•2. 自变量 x 趋于正无穷时，函数值趋于正无穷。
•3. x < 0 时，函数值小于 1，x = 0 时，函数值等于 1，x > 0 时，

函数值大于 1。
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•4. 函数的值域是全体正实数。
• 底数小于 1 时，指数函数严格单调递减。

•1. 自变量 x 趋于负无穷时，函数值趋于正无穷。
•2. 自变量 x 趋于正无穷时，函数值趋于 0。
•3. x < 0 时，函数值大于 1，x = 0 时，函数值等于 1，x > 0 时，

函数值小于 1。
•4. 函数的值域是全体正实数。

• 底数等于 1 时，指数函数是常数函数 x 7→ 1，值域是 {1}。

底数不等于 1 时，指数函数总是严格单调的函数。所以，我们还可以
定义指数函数的反函数。我们把底数为 a 的指数函数的反函数称为底数为
a 的对数函数，记为 loga。

loga : x 7→ loga(x).

如果要讨论某个对任何（有效）底数都成立的性质，我们也可以忽略下标
a，将对数函数记为 log。

指数函数的值域是 (0;+∞)，所以对数函数的定义域是 (0;+∞)。给定
正数 u，loga(u) 就是使得 av = u 的唯一实数 v。

av = u 当且仅当 v = loga(u).

底数 a大于 1时，指数函数 x 7→ ax 严格单调递增。因此，它的反函数
loga 也严格单调递增。

底数 a小于 1时，指数函数 x 7→ ax 严格单调递减。因此，它的反函数
loga 也严格单调递减。

通过对指数函数图像作关于 y = x 的轴对称变换，我们可以画出不同
底数的对数函数的图像。从图像中可以发现：

• 对数函数的定义域是全体正实数，值域是 R。
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x

y

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1

−1

−1

2

−2

−2

3

−3

−3

4

−4

−4

5

−5

0

6 y = loga (x)

a = 0.25

a = 0.5

a = 0.7

a = 1.3

a = 2

a = 5

对数函数 y = loga(x) 的图像

• 底数大于 1 时，对数函数严格单调递增。
•1. 自变量 x 趋于 0 时，函数值趋于负无穷。
•2. 自变量 x 趋于正无穷时，函数值趋于正无穷。
•3. x < 1 时，函数值小于 0，x = 1 时，函数值等于 0，x > 1 时，

函数值大于 0。
• 底数小于 1 时，对数函数严格单调递减。

•1. 自变量 x 趋于 0 时，函数值趋于正无穷。
•2. 自变量 x 趋于正无穷时，函数值趋于负无穷。
•3. x < 1 时，函数值大于 0，x = 1 时，函数值等于 0，x > 1 时，

函数值小于 0。

再次强调：对数函数的底数不能是 1。

作为指数函数的反函数，对数函数满足以下性质：

∀a, b > 0, log(a · b) = log(a) + log(b).
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指数函数和对数函数来自天文学的需求。天文学家处理各种天体之间
的距离时，需要记录数值差别非常大的数据。这些数值的精确程度不高，但
它们之间的比例关系比较重要。为了方便处理这些数据，天文学家希望把
乘除法运算转换为加减法运算，创造了对数法，通过查对数表来把大数的
乘除法转为加减法。

从今天的角度来看，对照数表蕴含的关系就是指数和对数函数。对数
就是实际计算问题中遇到的真数在表中对应的数，指数就是把对数作加减
法后，指向的真数，也就是计算结果。计算过程用现代的记号表示，就是：

u× v = aloga(u)+loga(v).

思考 6.4.1.
1. 给定正数 a，比较以下三个函数：x 7→ a−x、x 7→ a−

1
x、x 7→ − loga(x)。

它们的图像有哪些相似之处？有哪些不同？

习题 6.4.1.
1. 设有定义在 R 上的函数 f，满足：∀ x, y, f(x) · f(y) = f(x+ y).

1.1. 证明：f(0) 等于 0 或 1。以下假设 f(0) = 1.

1.2. 证明：f(1) > 0.

1.3. 证明：对任何整数 n，f(n) = f(1)n.

1.4. 证明：对任何有理数 r，f(r) = f(1)r.

1.5. 如果 f 在某一点 a 处连续，证明 f 在 0 处连续。
1.6. 如果 f 在某一点 a 处连续，证明 f 处处连续。
1.7. 如果 f 在某一点 a 处连续，证明 f 是以 f(1) 为底的指数函数。
1.8. 如果 f 是 R 上的严格单调函数，用反证法证明 f 是以 f(1) 为底

的指数函数。
2. 设有定义在 R 上的函数 g，满足：∀ x, y, g(x) + g(y) = g(x · y).
2.1. 证明：g(1) = 0.

2.2. 证明：对任何正数 x 以及整数 n，g(xn) = n · g(x).
2.3. 证明：对任何正数 x 以及有理数 r，g(xr) = r · g(x).
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2.4. 如果 g 在某一点 a 处连续，证明 g 在 1 处连续。
2.5. 如果有某个正数 c 使得 g(c) = 1，且 g 在某一点 a 处连续，证明：

对任何实数 x，g(cx) = x.

2.6. 如果有某个正数 c 使得 g(c) = 1，且 g 是 R 上的严格单调函数，
用反证法证明：g 是以 c 为底的对数函数。
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我们已经接触过一元一次、一元二次和二元一次不等式。当变量取某
些值的时候，不等式成立；取另一些值的时候，不等式不成立。这样的不等
式称为条件不等式。如果无论变量取什么值，不等式都成立，这样的不等式
称为绝对不等式。

先来复习一下不等关系的定义和基本规则：

• 自返性：∀a, a ⩽ a 永远成立；
• 反称性：∀a, b, a ⩽ b, b ⩽ a 至少有一个成立；
• 传递性：∀a, b, c, 如果 a ⩽ b, b ⩽ c, 那么 a ⩽ c；
• ∀a, b, a ⩾ b 就是 b ⩽ a；
• ∀a, b, a < b 就是 a ⩽ b 且 a 6= b，a > b 就是 a ⩾ b 且 a 6= b。

此外，从数的运算法则，可以得到以下定律：

• 同号的数相乘大于 0。异号的数相乘小于 0。
•（从 1 推出）任何数的平方大于等于 0。

这两条定律基于数的运算法则，对我们熟知的数域：N、Z、Q、R 都成立。

利用这些性质，我们可以得出一些有用的结论，称为常用不等式。

121
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7.1 排序不等式

给定两列数：a1 ⩾ a2 ⩾ · · · ⩾ an 和 b1 ⩾ b2 ⩾ · · · ⩾ bn。它们都按从大
到小的顺序排列。我们把数列 {ak} 中最大的数乘以 {bk} 中最大的数，把
{ak} 中次大的数乘以 {bk} 中次大的数，以此类推，再全部加起来，把得到
的和称为两列数的顺序和：

a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn

我们把数列 {ak} 中最大的数乘以 {bk} 中最小的数，把 {ak} 中次大的数乘
以 {bk} 中次小的数，以此类推，再全部加起来，把得到的和称为两列数的
逆序和：

a1bn + a2bn−1 + · · ·+ anb1

按照其它顺序把两列数两两配对（不重复也不遗漏），加起来的和，称为两
列数的乱序和：

a1bg(1) + a2bg(2) + · · ·+ anbg(n)

其中 g 是某个 [1 . . . n] 到自身的双射。

定理 7.1.1. 排序不等式
两列数的顺序和大于等于乱序和，乱序和大于等于逆序和。

证明： 我们用归纳法证明。设命题 P (n)：若有 a1 ⩾ a2 ⩾ · · · ⩾ an 和
b1 ⩾ b2 ⩾ · · · ⩾ bn，那么

n∑
i=1

aibi ⩾
n∑

i=1

aibg(i) ⩾
n∑

i=1

aibn+1−i.

其中 g 是 [1 . . . n] 到自身的双射。

P (1) 显然为真。来看 P (2)。顺序和为 a1b1 + a2b2，乱序和与逆序和都
是 a1b2 + a2b1。两者作差：

a1b1 + a2b2 − (a1b2 + a2b1) = (a1 − a2)(b1 − b2)



7.1 排序不等式 123

右侧的 a1 − a2 和 b1 − b2 都大于等于零，因此乘积大于等于零。这就证明
a1b1 + a2b2 ⩾ a1b2 + a2b1。于是 P (2) 为真。

假设 P (n) 为真。下面证明 P (n + 1) 为真。设有两列数：a1 ⩾ a2 ⩾
· · · ⩾ an ⩾ an+1 和 b1 ⩾ b2 ⩾ · · · ⩾ bn ⩾ bn+1。设 c1, c2, · · · , cn+1 是打乱顺
序后的数列 {bk}。考虑乱序和

∑n+1
i=1 aici。先证明乱序和小于等于顺序和。

对 c1 分情况讨论。

如果 c1 就是 b1，那么
n+1∑
i=1

aici = a1b1 +
n+1∑
i=2

aici.

c2, · · · , cn+1是 b2, · · · , bn+1打乱顺序。所以根据归纳假设 P (n)，
∑n+1

i=2 aici ⩽∑n+1
i=2 aibi。因此

n+1∑
i=1

aici ⩽
n+1∑
i=1

aibi.

如果 c1 不是 b1，某个 cj 是 b1，我们希望把 c1 调成 b1，这样就回到了上
一种情况。只要保证这样调整之后乱序和不变小就可以了。由于 a1 ⩾ aj，
c1 ⩽ cj = b1，根据 P (2)，逆序和 a1c1 + ajcj 小于等于顺序和 a1cj + ajc1。
所以把 c1 和 cj 互换，得到的乱序和比原来的乱序和更大。而新的乱序和中
c1 就是 b1，因此小于等于顺序和。这说明原来的乱序和小于等于顺序和。

综上所述，任何情况下，乱序和小于等于顺序和。

再来证明逆序和小于等于乱序和。如果 c1 是 bn+1，那么
n+1∑
i=1

aici = a1bn+1 +
n+1∑
i=2

aici.

c2, · · · , cn+1 是 b1, · · · , bn 打乱顺序。所以根据归纳假设 P (n)，
∑n+1

i=2 aici ⩾∑n+1
i=2 aibn+2−i。因此

n+1∑
i=1

aici ⩾
n+1∑
i=1

aibn+2−i.
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如果 c1 不是 bn+1，某个 cj 是 bn+1，我们希望把 c1 调成 bn+1，这样就回到了
上一种情况。只要保证这样调整之后乱序和不变大就可以了。由于 a1 ⩾ aj，
c1 ⩾ cj = bn+1，根据 P (2)，顺序和 a1c1 + ajcj 大于等于逆序和 a1cj + ajc1。
所以把 c1 和 cj 互换，得到的乱序和比原来的乱序和更小。而新的乱序和中
c1 就是 bn+1，因此大于等于逆序和。这说明原来的乱序和大于等于逆序和。

综上所述，任何情况下，乱序和大于等于逆序和。

因此，对任何正整数 n，P (n) 为真。 □

习题 7.1.1.
1. 给定两列数：a1 ⩾ a2 ⩾ · · · ⩾ an 和 b1 ⩾ b2 ⩾ · · · ⩾ bn。
1.1 试把 (a1 + a2 + · · · + an)(b1 + b2 + · · · + bn) 用这两列数的顺序和、

乱序和与逆序和表示。
1.2 证明：(a1 + a2 + · · · + an)(b1 + b2 + · · · + bn) 小于等于顺序和的 n

倍，大于等于逆序和的 n 倍。
2. 给定正数 a, b, c。证明：(a+ b+ c)( 1

a
+ 1

b
+ 1

c
) ⩾ 9。

7.2 内积不等式

我们已经看过平面向量的内积不等式：

(a21 + a22)(b
2
1 + b22) = (a1b1 + a2b2)

2 + (a1b2 − a2b1)
2 ⩾ (a1b1 + a2b2)

2

向量模长平方之积等于内积和面积的平方和，因此大于内积的平方。这个
不等式也可以写成：

√
(a21 + a22)(b

2
1 + b22) ⩾ |a1b1 + a2b2|
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对于多元有序数组 (a1, a2, · · · , an) 和 (b1, b2, · · · , bn)，

(a21 + a22 + · · ·+ a2n)(b
2
1 + b22 + · · ·+ b2n)

= (a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)
2 +

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

(aibj − ajbi)
2

⩾ (a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)
2

其中 1
2

∑n
i=1

∑n
j=1(aibj − ajbi)

2 的“来历”为：

(
n∑

i=1

a2i

)(
n∑

j=1

b2j

)
−

(
n∑

i=1

aibi

)2

=
n∑

i=1

n∑
j=1

a2i · b2j −
n∑

i=1

n∑
j=1

aibi · ajbj

=
1

2

(
n∑

i=1

n∑
j=1

(aibj)
2 +

n∑
i=1

n∑
j=1

(ajbi)
2 − 2

n∑
i=1

n∑
j=1

aiajbibj

)

=
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

(
(aibj)

2 + (ajbi)
2 − 2aibj · ajbi

)
=

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

(aibj − ajbi)
2 .

因此，对一般的 n，也有内积不等式：

√
(a21 + a22 + · · ·+ a2n)(b

2
1 + b22 + · · ·+ b2n) ⩾ |a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn|

习题 7.2.1.
1. 给定正数 a, b, c。证明：(a+ b+ c)( 1

a
+ 1

b
+ 1

c
) ⩾ 9。

2. 给定正数 a, b, c。证明：(ab2+bc2+ca2)(ab+bc+ca) ⩾ abc(a+b+c)2

3. 给定正数 a，求 2a+ 1
a2
的最小值。
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7.3 诸均值不等式*

平均值是一种描述数据的方法。我们已经学习过算术平均值。给定 n

个正数：a1, a2, · · · , an，它们的算术平均值是：

mA : a1, a2, · · · , an 7→ a1 + a2 + · · ·+ an
n

.

除了算术平均值，生产实践中还会用到其它几种平均值。几何平均值来自
射影定理，用乘积开方得到结果：

mG : a1, a2, · · · , an 7→ (a1a2 · · · an)
1
n .

调和平均值来自音乐中对和弦的研究，它是倒数的算术平均值的倒数：

mH : a1, a2, · · · , an 7→
(
a−1
1 + a−1

2 + · · ·+ a−1
n

n

)−1

.

这三种平均值都源自古典数学，是研究平面与空间形体、音律、天文地理时
常见的工具。它们之间有什么联系呢？

首先来看两个数的情况。给定两个正数 a1、a2，它们的算术平均值是
a1+a2

2
，几何平均值是 √

a1a2，调和平均值是 2a1a2
a1+a2

。我们发现：

a1 + a2
2

−
√
a1a2 =

1

2
(
√
a1 −

√
a2)

2 ⩾ 0

√
a1a2 −

2a1a2
a1 + a2

=
2
√
a1a2

a1 + a2

(
a1 + a2

2
−

√
a1a2

)
⩾ 0

任意两正数 a1、a2 的算术平均值总大于等于几何平均值，几何平均值总大
于等于调和平均值。

再来看三个数的情况给定两个正数 a1、a2、a3，它们的算术平均值是
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a1+a2+a3
3
，几何平均值是 3

√
a1a2a3，调和平均值是 3a1a2a3

a1a2+a2a3+a3a1
。

a1 + a2 + a3
3

− 3
√
a1a2a3

=
1

6
( 3
√
a1 + 3

√
a2 + 3

√
a3)
(
( 3
√
a1 − 3

√
a2)

2 + ( 3
√
a2 − 3

√
a3)

2 + ( 3
√
a3 − 3

√
a1)

2
)

⩾ 0.

3
√
a1a2a3 −

3a1a2a3
a1a2 + a2a3 + a3a1

=
3 3
√
a1a2a3

a1a2 + a2a3 + a3a1

(
a1a2 + a2a3 + a3a1

3
− 3

√
a21a

2
2a

2
3

)
=

3 3
√
a1a2a3

a1a2 + a2a3 + a3a1

(
a1a2 + a2a3 + a3a1

3
− 3
√

(a1a2)(a2a3)(a3a1)

)
⩾ 0.

于是，任意三正数 a1、a2、a3 的算术平均值总大于等于几何平均值，几
何平均值总大于等于调和平均值。

这让我们猜想，是否任何 n 个正数 a1, a2, · · · , an，它们的算术平均值
总大于等于几何平均值，几何平均值总大于等于调和平均值？

先证明算术平均值总大于等于几何平均值。设命题 P (n)：n 个正数的
算术平均值总大于等于几何平均值。对于 n = 2, 3 的情况，我们使用了因
式分解来证明。这种方法难以推广。使用 P (2)，我们可以证明以下较“弱”
的结论：如果 P (n) 成立，那么 P (2n) 成立。

a1 + a2 + · · · a2n
2n

⩾ 1

2

(
(a1a2 · · · an)

1
n + (an+1an+2 · · · a2n)

1
n

)
⩾
√
(a1a2 · · · an)

1
n · (an+1an+2 · · · a2n)

1
n

= (a1a2 · · · a2n)
1
2n

因此，通过归纳法我们可以证明，只要 n 是 2 的乘方，那么 P (n) 为
真。对于剩余的 n，我们要另想办法。由于已经证明了 P (n) 对足够大的 n
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为真，我们可以把归纳法“反过来用”：假设 P (n) 对某个 n 为真，可以证
明 P (n− 1) 为真。

若 P (n)为真，给定正数 a1, a2, · · · , an−1，我们补上第 n个数 an，以便
使用归纳假设。令 an 为 n− 1 个数的算术平均值：an = a1+a2+···+an−1

n−1
。这

样，将 an 补到前 n− 1 个数里，不改变算术平均值。

a1 + a2 + · · ·+ an
n

=
a1 + a2 + · · ·+ an−1

n− 1
= an.

P (n) 为真，所以

an =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
⩾ (a1a2 · · · an)

1
n .

两边取 n 次方，消去右侧 an，得到 an−1
n ⩾ a1a2 · · · an−1。因此

a1 + a2 + · · ·+ an−1

n− 1
= an ⩾ (a1a2 · · · an−1)

1
n−1 .

于是 P (n− 1) 也为真。

整理一下以上的讨论。我们首先证明了，只要 n是 2的乘方，那么 P (n)

为真。接下来我们证明了，若 P (n) 为真，P (n− 1) 也为真。给定任何正整
数 n > 1，如果 n 是 2 的乘方，那么 P (n) 为真。如果 n 不是 2 的乘方，那
么总可以找到 2 的乘方 2m 大于 n。P (2m) 为真，因此 P (2m − 1) 为真，因
而 P (2m − 2) 为真……依此类推，2m − n 步之后，就得到 P (n) 为真。因
此，无论 n 是不是 2 的乘方，P (n) 都为真。

以上证明可算是归纳法的一种“升级改良”。我们无法直接用 P (n) 到
P (n+1) 来归纳出所有 P (n) 为真，于是先通过归纳法解决一部分 n，再通
过反向“补漏”的方法，解决剩余的 n。

证明了算术平均值总大于等于几何平均值，再证明几何平均值总大于
等于调和平均值。

给定 n 个正数 a1, a2, · · · , an，记它们的几何平均值为 G，另外构造 n
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个正数： G
a1
, G
a2
, · · · , G

an
。它们的算术平均值大于等于几何平均值：

G

a1
+

G

a2
+ · · ·+ G

an
⩾ n

(
G

a1

G

a2
· · · G

an

) 1
n

=
nG

n
n

(a1a2 · · · an)
1
n

= n.

因此

G ⩾ n
(
a−1
1 + a−1

2 + · · ·+ a−1
n

)−1
=

(
a−1
1 + a−1

2 + · · ·+ a−1
n

n

)−1

.

除了算术平均值、几何平均值和调和平均值，生产实践中还会用到不少别
的平均值。不少平均值之间也存在类似的绝对不等关系。

习题 7.3.1.
1. 给定正数 a, b, c。证明：(a+ b+ c)( 1

a
+ 1

b
+ 1

c
) ⩾ 9。

2. 给定正数 a, b, c。证明：(ab2+bc2+ca2)(ab+bc+ca) ⩾ abc(a+b+c)2。
3. 设数列 {en} 的通项公式为：

∀n ∈ Z+, en =

(
1 +

1

n

)n

.

3.1. 证明：{en} 是严格单调递增数列À。
3.2. 设数列 {wn} 的通项公式为：

∀n ∈ Z+, wn =

(
1 +

1

n

)n+1

.

证明它是严格单调递减数列Á。
3.3. 证明：{en} 有极限，记为 e。
3.4. 证明：2 < e < 3。

À提示：把 1 + 1
n+1 表示成 n+ 1 个数的和。

Á提示：把 1 + 1
n 表示成 n+ 2 个数的和。
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附录 A 从数列到实数

1.1 数列极限的基本性质

定理 1.1.1. 数列 {an} 收敛到 x，则它的任何子列也收敛到 x。

证明： 记子列为 {bn}，{bn} 的元素 b1, b2, b3, · · · 在原数列的下标为：1 ⩽
k1 < k2 < k3 < · · ·。这说明 kn ⩾ n。数列 {an} 收敛到 x，按照定义，对任
何 r > 0，总有正整数 N，使得对所有 n > N，都有 |an − x| < r。对所有
n > N，kn > n > N，所以 |bn − x| = |akn − x| < r。这说明子列 {bn} 收敛
到 x。 □

定理 1.1.2. 已知数列 {an}收敛，它的某个子列 {bn}收敛到 x，则 {an}也
收敛到 x。

证明： 子列 {bn} 收敛到 x。记 {bn} 的元素 b1, b2, b3, · · · 在原数列的下标
为：1 ⩽ k1 < k2 < k3 < · · ·。则 kn ⩾ n。设 {an} 的极限为 y。按照定义，
对任何 r > 0，由于 r

2
> 0，总有正整数 Na，使得对所有 n > Na，都有

|an − y| < r
2
。同理也有正整数 Nb，使得对所有 n > Nb，都有 |bn − x| < r

2
。

于是，只要取 N 为 Na、Nb 中较大的，那么对所有 n > N，都有 |bn−x| < r
2

且 |akn − y| < r
2
。因此，

|x− y| ⩽ |x− akn |+ |akn − y| = |bn − x|+ |akn − y| < r

2
+

r

2
= r.
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这说明 y = x，即 {an} 也收敛到 x。 □

定理 1.1.3. 收敛数列有界 有极限的数列必然是有界数列。

证明： 设数列 {an}收敛到 x。按照定义，对 1来说，有正整数 N，使得只
要 n > N，就有 |an − x| < 1。这说明 n > N 时，总有 x− 1 < an < x+ 1。
设 U 是数列前 N 项中最大的，V 是前 N 项中最小的。那么数列的任一项
总小于 U +1 和 x+1 中较大者，总大于 V − 1 和 x− 1 中较小者。这就说
明 {an} 有界。 □

定理 1.1.4. 数列极限的不等关系传递 设数列的元素在数集 T 中。已知数
列 {an} 收敛到 T 中元素 x。

• 如果 {an} 的项总小于等于某个数 u，则 x 小于等于 u。
• 如果 {an} 的项总小于某个数 u，则 x 小于等于 u。
• 如果 {an} 的项总大于等于某个数 u，则 x 大于等于 u。
• 如果 {an} 的项总大于某个数 u，则 x 大于等于 u。

证明： 我们使用反证法证明这几个命题。
证明 (1)、(2)：反设 x > u。由于 d = x − u > 0，存在正整数 N，使得只
要 n > N，就有 |an − x| < d。这说明 an > x− d = u，矛盾！
证明 (3)、(4)：反设 x < u。由于 d = u − x > 0，存在正整数 N，使得只
要 n > N，就有 |an − x| < d。这说明 an < x+ d = u，矛盾！ □

注意：数列的项总小于（大于）某个数 u，不表示 x 一定严格小于（大
于）u。x 是有可能等于 u 的。举例来说，数列 { 1

n
}n∈Z+ 每项都大于 0，但

它的极限等于 0。我们说“极限传递不等号时，别忘了加等号”。

不仅数列与数之间的不等关系可以通过极限传递，数列与数列之间的
不等关系也可以传递。

定义 1.1.1. 给定两数列 {an}、{bn}，如果两者对应的项总存在同一种不等
关系，就说两数列之间存在该不等关系。
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举例来说，如果对任意正整数 n，总有 an ⩽ bn，就说 {an} 小于等于
{bn}。在不至于混淆的时候，我们可以简单将其记为 {an} ⩽ {bn}。

定理 1.1.5. 数列极限传递不等关系 设数列的元素在数集 T 中。已知数列
{an}、{bn} 分别收敛到 T 中元素 x, y。

• 如果 {an} ⩽ {bn}，则 x ⩽ y。
• 如果 {an} < {bn}，则 x ⩽ y。
• 如果 {an} ⩾ {bn}，则 x ⩾ y。
• 如果 {an} > {bn}，则 x ⩾ y。

证明： 对于 (1)：{an} ⩽ {bn}，就是说 ∀n，an − bn ⩽ 0，因此根据定理
1.1.4，其极限 x− y ⩽ 0。同理可以证明 (2)、(3)、(4)。 □

注意：同样，两数列的项满足严格小于（大于）关系，不表示极限 x一
定严格小于（大于）y。x 是有可能等于 y 的。举例来说，数列 { 1

n
}n∈Z+ 每

项都大于 {− 1
n
}n∈Z+ 对应的项，但它的极限都等于 0。再次强调：极限传递

不等号时，别忘了加等号。

数列之间的不等关系可以通过极限传递，但极限只描述数列的大体行
为，不描述数列具体的项的性质。我们可以设想这样的情景：一个数列每一
项都比另一个数列大，但这两个数列收敛到同一个极限。这种情况下，如果
有第三格数列每项都在两者之间，那么由于“上下”都趋于同一个数，第三
个数列夹在其中，也只能趋于这个数了。这个结论称为同归定理。

定理 1.1.6. 同归定理 如果数列 {an} 小于（等于）{bn}，{bn} 小于（等于）
{cn}，而 {an}、{cn} 有同样的极限 x，那么 {bn} 也收敛到 x。

同归定理是非常有用的结论，在证明、寻找数列极限时经常用到。

定理 1.1.7. 无穷小的运算律 无穷小是收敛到 0 的数列。设有元素在数集
T 中的数列 {an} 和 {bn}，{an} 是无穷小。
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• {|an|} 也是无穷小。
• 如果 {bn} 也是无穷小，那么 {an + bn}、{an − bn}、{an · bn} 是无穷
小。

• 如果存在 T 中正数 M 以及正整数 N，使得 n > N 时总有 |bn| ⩽
M · |an|，那么 {bn} 也是无穷小。

证明：
(1). {an} 是无穷小。按照定义，对任何 T 中正数 r，存在正整数 N，使得
n > N 时总有 |an − 0| < r。这说明

∣∣|an| − 0
∣∣ = ∣∣|an|∣∣ = |an| < r。因此

{|an|} 也是无穷小。
(2). 如果 {bn} 也是无穷小，按照极限的运算律，{an ± bn} 趋于 0± 0 = 0，
{an · bn} 趋于 0 · 0 = 0，因此都是无穷小。
(3). {an} 是无穷小。按照定义，对任何 T 中正数 r，由于 r

M
> 0，存在正

整数 N，使得 n > N 时总有 |an − 0| < r
M
。因此，n > N 时总有

|bn − 0| ⩽ M · |an|

< M · r

M
= r.

因此 {bn} 也是无穷小。 □

定理 1.1.8. 自敛数列总是有界数列。

证明： 设数列 {an} 是自敛数列。按照定义，对正数 1 来说，有正整数
N，使得只要 n,m > N，就有 |an − am| < 1。这说明 n > N 时，总有
aN+1 − 1 < an < aN+1 + 1。设 U 是数列前 N 项中最大的，V 是前 N 项
中最小的。那么数列的任一项总小于 U + 1 和 aN+1 + 1 中较大者，总大于
V − 1 和 aN+1 − 1 中较小者。这就说明 {an} 有界。 □

定理 1.1.9. 自敛数列的子列还是自敛数列。
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证明： 设数列 {an}自敛。构造出子列 {a′n}的映射 ϕ必满足 ϕ(n) ⩾ n。对
任意 r > 0，有 N 使得 n,m > N 时总有 |an − am| < r，那么 n,m > N 时
ϕ(n), ϕ(m) > N，于是 |a′n − a′m| = |aϕ(n) − aϕ(m)| < r。即子列 {a′n} 也自敛。
□

定理 1.1.10. 自敛数列不趋于有理数 a，则其任意子列不趋于 a。

证明： 设数列 {an} 自敛，则 ∀ r > 0，有正整数 N 使得 n,m > N 时总有
|an−am| < r。反设有子列 {aϕ(n)}趋于 a。则有正整数M 使得 m > M 时总
有 |aϕ(m)−a| < r。于是 n > N 时，取 m > N+M，则 ϕ(m) ⩾ m > N+M，
因而

|an − a| ⩽ |an − aϕ(m)|+ |aϕ(m) − a| < r + r = 2r.

这说明 {an} 趋于 a，矛盾！ □

定理 1.1.11. 有极限的数列是自敛数列。

证明： 设有数列 {an}，其元素是数集 T 的元素，并收敛到 T 中某个元素
x。对 T 中任意正数 r > 0，由于 r

2
> 0，按照定义，总有正整数 N，使得

只要 n > N，就有 |an − x| < r
2
。于是，对任意 m,n > N，

|an − am| = |an − x− (am − x)| ⩽ |an − x|+ |am − x| < r

2
+

r

2
= r.

这说明 {an} 是自敛数列。 □

由这两个定理可以推出：有极限的数列总是有界数列。

定理 1.1.12. 收敛数列控制自敛数列 已知有元素在数集 T 中的数列 {an}、
{bn}。其中 {bn} 趋于 0，如果对任意正整数 n，都有正整数 N，使得只要
m, k > N，就有 |ak − am| < bn，那么 {an} 是自敛数列。
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证明： 对 T 中任意正数 r，首先可以找到正整数 M，使得 n > M 时总有
|bn| < r。于是，按照条件，存在正整数 N，使得只要 m, k > N，就有

|ak − am| < bM+1 ⩽ |bM+1| < r.

这说明 {an} 是自敛数列。 □

1.2 实数的构造

定理 1.2.1. 自敛有理数列经过四则运算仍然是自敛有理数列À。

证明：
加减法：设有元素在数集 T 中的自敛数列 {an}, {bn}。对 T 中任意正数 r，
记 r1 = r

2
> 0，按照定义，有正整数 Na, Nb，使得只要 n,m > Na，就有

|an−am| < r1；只要 n,m > Nb，就有 |bn− bm| < r1。因此，n,m > Na+Nb

时，总有 |an − am| < r1、|bn − bm| < r1 同时成立。于是

|an±bn−(am±bm)| = |an−am±(bn−bm)| ⩽ |an−am|+|bn−bm| < r1+r1 = r.

因此数列 {an ± bn} 也是自敛数列。
乘法：设有元素在数集 T 中的自敛数列 {an}, {bn}。定理 1.2.3说明它们都
是有界数列。因此有 T 中元素 Ma,Mb > 0，使得 |an| 总小于 Ma、|bn| 总
小于 Mb。对 T 中任意正数 r，记 r1 = r

Ma+Mb
> 0。按照定义，有正整数

Na, Nb，使得只要 n,m > Na，就有 |an − am| < r1；只要 n,m > Nb，就有
|bn−bm| < r1。因此，n,m > Na+Nb 时，总有 |an−am| < r1、|bn−bm| < r1

同时成立。于是：

|anbn − ambm| = |(an − am)bn + am(bn − bm)|

⩽ |(an − am)bn|+ |am(bn − bm)| = |an − am| · |bn|+ |bn − bm| · |am|

<
r

Ma +Mb

·Mb +
r

Ma +Mb

·Ma = r.

À约定：除法中作为被除数的数列的绝对值数列有大于 0 的下界。
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因此数列 {anbn} 也是自敛数列。
除法：设有元素在数集 T 中的自敛数列 {an}, {bn}。，不妨设 bn 的绝对值
总大于 T 中元素 d（d > 0）。对 T 中任意正数 r，记 r1 = d2r，按照定义，
总有正整数 N 使得只要 n,m > N，就有 |bn − bm| < r1。于是∣∣∣∣ 1bn − 1

bm

∣∣∣∣ = |bn − bm|
|bm| · |bn|

<
r1
d2

= r.

因此
{

1
bn

}
是自敛数列。按照前面结论，数列 {an

bn
} 作为 {an · 1

bn
} 也是自敛

数列。 □

定理 1.2.2. 有理数是实数。

证明： 任何有理数 q，考虑常数列 {q}。它是自敛有理数列，因此收敛到一
个实数。而 {q} 显然收敛到 q，因此 q 是实数。 □

定义 1.2.1. 实数的相等关系
设实数 a、b 分别是自敛有理数列 {an}, {bn} 的极限，定义两者之间的二元
关系如下：a = b 当且仅当 {an − bn} 趋于 0。称之为相等关系。

定理 1.2.3. 实数的相等关系是等价关系。

证明：
自返性：对任意实数 a，设 a 为自敛有理数列 {an} 的极限。{an − an} 是
零数列，因此趋于 0。这说明 a = a。
对称性：对任意实数 a, b，设 a 为自敛有理数列 {an} 的极限，b 为自敛有
理数列 {bn} 的极限。记 un = an − bn。那么，a = b 也就是说 {un} 趋于 0。
因此 {bn − an} = {−un} 也趋于 0，因此 b = a。
传递性：对任意实数 a, b，设它们分别是自敛有理数列 {an}, {bn}, {cn} 的
极限。如果 a = b、b = c，就是说数列 {an − bn}、{bn − cn} 趋于 0，因此它
们的和数列趋于 0+ 0 = 0。而它们的和数列是 {an − cn}。这说明 a = c。□
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考虑所有自敛有理数列的集合 R，将 R 中元素按极限相等分成子集。
每个数列恰属于一个这样的子集。这些子集构成了 R 的分划。我们说每个
子集是一个等价类。每个实数恰好对应一个等价类，每个等价类也恰好对
应一个实数。因此，我们可以用这些等价类来表示实数。实数 a 对应的等
价类里，每个趋于 a 的自敛有理数列，都是 a 的一种表现形式。就好比 2

4

和 3
6
是同一个有理数的不同表现形式一样。

按照定义，等价类有基本性质：

定理 1.2.4. 两个等价类要么交集为空，要么相等。

也就是说，如果某等价类有一个元素在另一个等价类中，那么两个等
价类是同一个等价类。因此，两个实数 a, b 不等，说明交集为空。进一步
地，如果 a < b，应该意味着交集为空；并且从 a, b 中各自任取一个自敛列
{an} 和 {bn}，从某一项开始，都总有 an < bn。为了方便，我们把这个自然
的定义转化为一个更好用的判断标准。

定理 1.2.5. 设有实数 a, b，a < b（或说 b > a）当且仅当对任意从 a, b 中各
取的数列 {an}、{bn}，存在有理数 r > 0、正整数 N，使得 n > N 时总有
an + r < bn。

证明： 首先证明正向：从 a, b中各取数列 {an}、{bn}，a < b说明 {an− bn}
不趋于 0。于是依定理 1.1.10，{an − bn} 的任何子列不趋于 0。
反设不存在 r,N 使得 n > N 时总有 an+ r < bn，也就是说对任意 r,N，都
能找到 n > N 使得 an + r ⩾ bn，那么由于从某个 M 开始，n > M 时总有
an < bn，我们取如下子列：n1 是大于 M 的第一个使得 an < bn ⩽ an + 1

的下标 n，n2 是大于 n1 的第一个使得 an < bn ⩽ an +
1
2
的下标 n，以此类

推，nk 是大于 nk−1 的第一个使得 an < bn ⩽ an +
1
k
的下标 n。这样取出的

{an − bn} 的子列趋于 0。矛盾！于是对 {an}、{bn}，存在 r,N 使得 n > N

时总有 an + r < bn。
再证明反向：既然对任意 {an}、{bn}，存在 r,N 使得 n > N 时总有 an+r <
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bn，{an − bn} 按定义不趋于 0，且 n > N 时总有 an < bn − r < bn。因此
a < b。 □

下面证明：

定理 1.2.6. 实数的不等关系“<”满足：

• 自背性：∀a，a < a 不成立。
• 三分律：∀a, b，a < b，b < a，a = b 恰有一个成立。
• 传递性：∀a, b, c，如果 a < b、b < c，则 a < c。

证明：
自背性：∀a，a 与自身交集不为空，因此 a < a 不成立。
三分律：∀a, b，如果 a = b，那么两者对应同一个等价类，从上一条性质可
知，a < b、b < a 都不成立。
如果 a = b 不成立，那么存在分别收敛到 a, b 的自敛数列 {an}, {bn}，差数
列 {an − bn} 不趋于 0。也就是说，存在有理数 r > 0，使得对任何正整数
m，都有 nm > m，使得 |anm − bnm | > r。于是我们可以这样取得 {an}、{bn}
的子列：首先令 m = 1，按以上条件找到 n1 > 1，再找到 n2 > n1，n3 > n2

等等。这样取出的子列 {a′n}、{b′n}，每一项作差都大于 r：要么 a′n > b′n+ r，
要么 a′n < b′n − r。然而依定理 1.1.9，{a′n}、{b′n} 都是自敛数列，所以有
正整数 N 使得只要 n,m > N，就有 |a′n − a′m| < r、|b′n − b′m| < r。若有
n,m > N 使得 a′n < b′n − r 且 a′m > b′m + r，那么：

r > b′n − b′m = b′n − a′n + (a′n − a′m) + (a′m − b′m) > r + (−r) + r = r.

矛盾！也就是说，n > N 后，要么永远有 a′n < b′n−r，要么永远有 a′n > b′n+r。
依据定理 1.2.5，前者说明 a < b，后者说明 b < a。
综上，我们证明了 ∀a, b，a < b，a > b，a = b 恰有一个成立。
传递性：∀a, b, c，如果 a < b、b < c，考虑任意收敛到 a, b, c 的自敛有理数
列 {an}、{bn}、{cn}，那么有 r1, r2 > 0 和正整数 N1, N2，使得自敛数列
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{bn − an}、{cn − bn} 分别自第 N1 项和 N2 项往后总大于 r1, r2。因此，对
任意 n > N1 +N2，

cn − an = cn − bn + bn − an > r1 + r2.

这说明 a < c。 □

定义其他不等关系：a > b ⇔ b < a；a ⩽ b ⇔ a < b 或 a = b；
a ⩾ b ⇔ a > b 或 a = b。

定理 1.2.7. 若实数 a < b，那么 a, b 之间总有有理数。

证明： 首先定义什么是“之间有有理数”。对实数 a < b 和有理数 c，如果
从 a, b 中任取数列 {an}、{bn}，都有 N 使得 n > N 时总有 an < c < bn，
就说 c 在 a, b 之间。

设实数 a < b，则对从 a, b 中任取的自敛数列 {an}、{bn}，总有 r > 0

和正整数 N 使得 n > N 时 an+r < bn。而由自敛性质可知有正整数 Na, Nb

使得 n,m > Na 时总有 |an − am| < r
2
、n,m > Nb 时总有 |bn − bm| < r

2
。于

是取 M = N +Na +Nb，c = aM+bM
2
。由于 M > N，bM − aM > r，于是：

∀n > M, an = an − aM + aM <
r

2
+ aM <

bM − aM
2

+ aM = c,

bn = bn − bM + bM > −r

2
+ aM >

aM − bM
2

+ bM = c.

这就说明有理数 c 在 a, b 之间。 □

定理 1.2.8. 实数可以定义四则运算。实数的四则运算与有理数一致，并且
满足加法、乘法的结合律与交换律，以及乘法对加法的分配律。

证明： 给定实数 a、b，设它们分别对应自敛有理数列的等价类 A,B。按照
定义，两数的和、差、积、商（b 6= 0）分别是：

• a± b = {{an ± bn} | {an} ∈ A, {bn} ∈ B}
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• a · b = {{an · bn} | {an} ∈ A, {bn} ∈ B}
• a÷ b =

{{
an
bn

} ∣∣∣ {an} ∈ A, {bn} ∈ B
}

首先证明这些定义自洽，即 a ± b、a · b、a ÷ b 是自敛有理数列的等价类，
因而对应某个实数。
对任意 {an} ∈ A, {bn} ∈ B，根据定理 1.2.1，数列 {an}, {bn}的和、差、积、
商（b 6= 0）都是自敛有理数列。如果对另外任意的 {a′n} ∈ A, {b′n} ∈ B，
可以证明 {a′n}, {b′n} 的和、差、积、商与 {an}, {bn} 的和、差、积、商的差
都是无穷小：

{an ± bn − (a′n ± b′n)} → 0

{anbn − a′nb
′
n} → 0{

an
bn

− a′n
b′n

}
→ 0

那么 a± b、a · b、a÷ b 都是等价类。于是 a± b、a · b、a÷ b 是自敛有理数
列的等价类。这样就完成了证明。
下面给出证明：
按照等价类的定义，{an − a′n} 和 {bn − b′n} 都趋于 0。
和差：注意到 an ± bn − (a′n ± b′n) = (an − a′n)± (bn − b′n)，因此趋于 0。
积：计算 anbn − a′nb

′
n。根据定理 1.1.8，{an}, {bn} 都是有界数列。即存在

M > 0，使得 |an|、|bn| 总小于 M。

|anbn − a′nb
′
n| = |an(bn − b′n) + (an − a′n)b

′
n|

⩽ |an||bn − b′n|+ |an − a′n||b′n|

⩽ M(|bn − b′n|+ |an − a′n|)

对任何有理数 r > 0，r1 =
r

2M
> 0，因此有正整数 Na, Nb，使得 n > Na 时

总有 |an − a′n| < r1，n > Nb 时总有 |bn − b′n| < r1。取 N = Na +Nb，就有

|anbn − a′nb
′
n| < M · (r1 + r1) = r.

这说明数列 {anbn − a′nb
′
n} 趋于 0。

商：b 6= 0，因此要么 b > 0，要么 b < 0。不妨设 b > 0。计算 an
bn

− a′n
b′n
。根
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据定理 1.1.8，{an}, {bn} 都是有界数列。即存在 M > 0，使得 |an|、|bn| 总
小于 M。另一方面，由于 b > 0，根据定理 1.2.5，有有理数 d、正整数 N

使得只要 n > N，就有 bn > d、b′n > d。∣∣∣∣anbn − a′n
b′n

∣∣∣∣ = |anb′n − a′nbn|
|bn||b′n|

=
|an(b′n − bn) + (an − a′n)bn|

|bn||b′n|

⩽ |an||bn − b′n|
|bn||b′n|

+
|an − a′n||bn|

|bn||b′n|

=
|an||bn − b′n|

|bn||b′n|
+

|an − a′n|
|b′n|

<
M

d2
|bn − b′n|+

1

d
|an − a′n|

对任何有理数 r > 0，r1 = rd2

M+d
> 0，因此有正整数 Na, Nb，使得 n > Na

时总有 |an − a′n| < r1，n > Nb 时总有 |bn − b′n| < r1。取 N = Na +Nb，则：∣∣∣∣anbn − a′n
b′n

∣∣∣∣ < r1 ·
(
M

d2
+

1

d

)
=

rd2

M + d
· M + d

d2
= r.

这说明数列 {an
bn

− a′n
b′n
} 趋于 0。

证明了实数的四则运算自洽，接下来证明实数的四则运算满足运算律。
加法交换律：考察集合 a+ b = {{an + bn} | {an} ∈ A, {bn} ∈ B}、b+ a =

{{bn + an} | {an} ∈ A, {bn} ∈ B} 可知两者相同。这说明 a+ b = b+ a。
乘法交换律：考察集合 a · b = {{an · bn} | {an} ∈ A, {bn} ∈ B}、b · a =

{{bn · an} | {an} ∈ A, {bn} ∈ B} 可知两者相同。这说明 a · b = b · a。
加法结合律：给定实数 a、b、c，设它们分别对应自敛有理数列的等价类
A,B,C。考察

(a+ b) + c = {{(an + bn) + cn} | {an} ∈ A, {bn} ∈ B, {cn} ∈ C}

a+ (b+ c) = {{an + (bn + cn)} | {an} ∈ A, {bn} ∈ B, {cn} ∈ C}
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可知两集合相同。(a+ b) + c = a+ (b+ c)。
乘法结合律：考察

(a · b) · c = {{(an · bn) · cn} | {an} ∈ A, {bn} ∈ B, {cn} ∈ C}

a · (b · c) = {{an · (bn · cn)} | {an} ∈ A, {bn} ∈ B, {cn} ∈ C}

可知两集合相同。(a · b) · c = a · (b · c)。
乘法对加法的分配律：考察

(a+ b) · c = {{(an + bn) · cn} | {an} ∈ A, {bn} ∈ B, {cn} ∈ C}

a · c+ b · c = {{an · cn + bn · cn} | {an} ∈ A, {bn} ∈ B, {cn} ∈ C}

可知两集合相同。(a+b) ·c = a ·c+b ·c。类似可以证明 a ·(b+c) = a ·b+a ·c。
最后证明实数的四则运算与有理数一致。按照定理 1.2.2，有理数都是实数。
因此只要验证以下的基本性质：

• 任何实数与零的和是自己。
• 任何实数与零的积是零。
• 任何实数与一的积是自己。
• 实数减法是加法的逆运算：∀ a, b, a− b+ b = a+ b− b = a.

• 实数减法是加法的逆运算：∀ a, b( 6= 0), a÷ b× b = a× b÷ b = a.

(1). 给定实数 a，记 a 对应的等价类为 A。考虑 a + 0 对应的等价类：
A0 = {{an + bn} | {an} → a, {bn} → 0}。按照定义，A0 的元素总与 A 的某
个元素相差一个无穷小，因此也是 A的元素。这说明 A = A0，即 a+0 = a。
同理可证 0 + a = a。
(2). 给定实数 a，记 a 对应的等价类为 A。考虑 a · 0 对应的等价类：A0 =

{{an · bn} | {an} → a, {bn} → 0}。根据定理 1.1.3，{an} 是有界数列，因此
根据定理 1.1.7，{anbn} 趋于 0。A0 的元素总是无穷小，因此是 0 的等价
类。即 a · 0 = a。同理可证 0 · a = a。
(3). 考虑 a · 1 对应的等价类：A0 = {{an · bn} | {an} → a, {bn} → 1}。考虑
A0的元素 {an ·bn}，其中 {an} → a，{bn} → 1。由于 an ·bn−an = an ·(bn−1)，
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所以按照极限的乘法，{an · bn − an} 趋于 a(1− 1) = 0。这说明 {an · bn} 是
A 的元素。这说明 A = A0，即 a · 1 = a。同理可证 1 · a = a。
(4). 考虑 a− b+ b 等价类中的元素，它能写成形如 {an − bn + b′n} 的数列，
其中 {an} 收敛到 a，{−bn + b′n} 收敛到 0，{an − bn + b′n} 与 {an} 相差一
个无穷小，因此收敛到 a。这说明 a− b+ b = a。同理可证 a+ b− b = a.

(5). 考虑 a÷ b× b 等价类中的元素，它能写成形如 {an ÷ bn × b′n} 的数列，
其中 {an} 收敛到 a，{bn}、{b′n} 收敛到 b。考虑数列 {anbn

b′n
− an}。{an} 自

敛，所以有界，有有理数 M 使得 |an| 总小于 M。b 6= 0，所以有有理数
d > 0、正整数 N，使得只要 n > N，就有 |b′n| > d。于是：

∀n > N,

∣∣∣∣anbnb′n
− an

∣∣∣∣ = |an| |bn − b′n|
|b′n|

<
M

d
|bn − b′n| .

而 {bn − b′n} 收敛到 0，所以根据定理 1.1.7，数列 {anbn
b′n

− an} 收敛到 0。这
说明 a÷ b× b = a。同理可证 a× b÷ b = a. □

实数的相等关系是等价关系，因此等式两边是同一个等价类。于是实
数相等关系自然与四则运算兼容：

定理 1.2.9. • 等式两边加上（减去）同一个实数，仍然相等。
• 等式两边乘以同一个实数，仍然相等。
• 等式两边除以同一个非零实数，仍然相等。

需要我们证明的是：

定理 1.2.10. 实数的不等关系与四则运算兼容：

• 不等式两边加上（减去）同一个实数，关系不变。
• 同号不等式相加，关系不变。
• 不等式两边乘以同一个正实数，关系不变；乘以同一个负实数，关系
反号。

证明： 设不等关系为“<”，不等式两边的值分别是实数 a < b。
(1). 在不等式两边加上（减去）实数 c，左边得到 a ± c，右边得到 b ± c。
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对 a± c、b± c 中任意元素，它们分别能写成 {an ± cn}、{bn ± c′n} 的形式。
其中 {an}、{bn} 取自 a、b，{cn}、{c′n} 取自 c。
a < b，因此存在有理数 r > 0和正整数 N，使得 n > M 时总有 an+r < bn。
另一方面 {cn−c′n}是无穷小，所以对于 r

2
> 0，存在正整数 N，使得 n > N

时总有 |cn − c′n| < r
2
。于是 n > N 时总有

an ± cn − (bn ± c′n) = an − bn ± (cn − c′n) < −r +
r

2
= −r

2

这说明 a± c < b± c。
(2). 设另有不等式 c < d，下面证明 a+ c < b+ d。对 a+ c、b+ d 中任意
元素，它们分别能写成 {an + cn}、{bn + dn} 的形式。其中 {an}、{bn} 取
自 a, b，{cn}、{dn} 取自 c, d。
由于 a < b，c < d，有正有理数 r1, r2，正整数 N1, N2，使得 n > N1 时总
有 an + r1 < bn，n > N2 时总有 cn + r2 < dn。于是

an + cn − (bn + dn) = an − bn + (cn − dn) < −r1 − r2.

这说明 a+ c < b+ d。
(3). 在不等式两边乘以实数 c，左边得到 a · c，右边得到 b · c。a · c、b · c 中
任意元素，分别能写成 {an · cn}、{bn · c′n} 的形式。其中 {an}、{bn} 取自
a、b，{cn}、{c′n} 取自 c。注意到

an · cn − bn · c′n = (an − bn) · cn + bn · (cn − c′n)

由于 a < b，有有理数 r1 > 0，正整数 N，使得 n > N 时总有 an + r1 < bn。
另一方面，自敛数列 {bn} 有界，存在有理数 M 使得 |bn| 总小于 M。
如果 c > 0，那么存在有理数 r2 > 0，正整数N ′，使得 n > N ′时总有 cn > r2。
而对于 r1r2

2M
> 0，存在正整数 Nc，使得 n > Nc 时总有 |cn − c′n| < r1r2

2M
。于

是 n > N 时总有

an · cn − bn · c′n = (an − bn) · cn + bn · (cn − c′n)

< −r1r2 +M · r1r2
2M

= −r1r2
2

< 0.
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这说明 a · c < b · c。不等关系不变。
类似地，如果 c < 0，则存在有理数 r2 > 0，正整数 N ′，使得 n > N ′ 时总
有 cn + r2 < 0。取同样的 Nc。这时有

an · cn − bn · c′n = (an − bn) · cn + bn · (cn − c′n)

> r1r2 −M · r1r2
2M

=
r1r2
2

> 0

这说明 a · c > b · c。不等式反号。
如果不等关系为大于关系，由于 a > b 就是 b < a，因此以上结论中把 a, b

互换，即可证明关于大于关系的结论。而大于等于、小于等于关系可看作
“大于或等于”、“小于或等于”，因此附加验证等于的情形即可。 □

根据定理 1.2.3和定理 1.2.6，我们定义了实数的相等与不等关系。根据
定理 1.2.8，我们定义了实数的四则运算。实数的四则运算与有理数一致，满
足相关运算律。根据定理 1.2.9和定理 1.2.10，实数的四则运算与实数的相
等、不等关系兼容。至此，实数作为数集，进行基本运算已经没有问题了。

下面我们考虑实数列。实数列的项都是实数。按照同样的方法，我们可
以定义实数列的极限。要注意的是，实数列有极限的条件，是对所有正实数
r，都存在满足条件的正整数 N。这个要求比有理数列的极限更高。

我们也同样定义自敛实数列。同样地，实数列自敛的要求针对的是所
有正实数 r。

考虑前两节中数列的基本性质，它们的证明过程中只涉及四则运算与
不等式，而我们已经证明，实数的四则运算与有理数一致，并与相等、不等
关系兼容。因此，这些结论扩展到实数列的情况下也成立。

为了讨论实数列的极限，我们定义实数的绝对值：正实数 a > 0 的绝
对值就是 a，负实数 a < 0 的绝对值是 −a。由于实数的运算与有理数一致，
实数的绝对值也和有理数的绝对值有同样的性质。

定理 1.2.11. 总存在与给定实数任意接近的有理数。具体来说，给定实数
a，对任何有理数 r > 0，总存在有理数 q，使得 |a− q| < r。
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证明： 按照定义，实数 a 是某个自敛有理数列 {an} 的极限，因此，按照
定义，对任何对任何有理数 r > 0，总存在正整数 N，使得 n > N 时总有
|an − a| < r。因此，选 {an} 中下标大于 N 的项即可。 □

定理 1.2.12. 实数的完备性 自敛实数列总有极限，极限是实数。

证明： 考虑自敛实数列 {an}。我们不知道它的极限，但我们知道，自敛的
有理数列总有极限。因此，我们构造一个和 {an}“差不多”的自敛有理数
列，希望证明这个数列的极限就是 {an} 的极限。
{an} 的每一项都是实数。根据定理 1.2.11，对任意正整数 n，由于有理数
1
n
> 0，总有有理数 qn，使得 |qn − an| < 1

n
。有理数构成的数列 {qn}，就是

我们要找的“差不多”{an} 的数列。下面来证明这一点。
首先证明 {qn} 是自敛有理数列。考虑数列 {cn}，其中 cn = 1

n
。{cn} 趋于

0。因此，对任意有理数 r > 0，由于 r1 =
r
3
> 0，总存在正整数 Nc，使得

n > N 时总有 |cn| < r1。另一方面，{an} 是自敛数列，所以也存在正整数
Na，使得 n,m > Na 时总有 |an − am| < r1。于是取正整数 N 为 Nc, Na 中
较大者，那么 n,m > N 时总有：

|qn − qm| = |qn − an − (qm − am) + an − am|

⩽ |qn − an|+ |qm − am|+ |an − am|

< |cn|+ |cm|+ r1

< r1 + r1 + r1 = r

这就说明 {qn} 是自敛有理数列。按照实数的定义，它收敛到某个实数 a。
下面证明 {an} 收敛到 a。
对任意实数 r > 0，根据定理 1.2.7，存在有理数 d 使得 r > d > 0。由于
d1 = d

2
> 0，存在正整数 Nq，使得 n > Nq 时总有 |qn − a| < d1。而由于

{cn} 趋于 0，也存在正整数 Nc，使得 n > Nc 时总有 |cn| < d1。所以，取
正整数 N 为 Nc, Nq 中较大者，那么 n > N 时总有：

|an−a| = |an−qn+qn−a| ⩽ |an−qn|+ |qn−a| < |cn|+d1 < d1+d1 = d < r.
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这说明 {an} 收敛到实数 a。 □

从有理数出发，我们通过自敛有理数列的极限完整定义了实数，并且
说明了自敛实数列必定有极限，极限仍然是实数。这个性质称为实数的完
备性。

思考 1.2.1.
1. 对比用整数重新定义有理数和用有理数重新定义实数的过程。为什

么重新定义实数的过程步骤明显更多？
2. 证明实数基本性质的时候，为什么证明关于乘除法的性质比证明关

于加减法的性质更复杂？
3. 你认为以上的证明过程是否有遗漏？是否有“重复”（即无需从自敛

有理数列的性质出发，用其他已证明的结论即可推出）？是否有次序不当？
4. 是否有别的“路径”定义实数？
5. 如果我们定义趋于正（负）无穷大的有理数列为正（负）无穷大，将

其加入重新定义的实数中，是否兼容？如何兼容？这样定义的实数和我们熟
悉的实数有什么不同？

习题 1.2.1.
1. 证明实数经过有理数次乘方和开方仍然是实数。
2. 证明实数的平方总大于等于 0。
3. 证明实数的绝对值满足；

∀ a, b ∈ R,
∣∣|a| − |b|

∣∣ ⩽ |a+ b| ⩽ |a|+ |b|.

1.3 实数列的极限

下面讨论实数列的极限的性质。从前两节可知，实数的基本运算和极
限定义都与有理数一致。而数列的运算及其极限只涉及到基本运算和极限
的定义，所以实数列的运算及其极限，也和有理数数列的运算及其极限一
致。
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定理 1.3.1. 单调收敛定理 有上界（下界）的单调递增（递减）实数列必然
有极限。

证明： 设单调递增的实数列 {an} 有上界，即存在有理数 M 大于所有 an。
根据定理 1.2.12，只需证明 {an}是自敛数列即可。由于 {an}单调递增，所
有的项 an 都满足 a1 ⩽ an < M。对任意正整数 N，记 uN = M−a1

N
。uN 是

1
N
的倍数，所以 {un}n∈Z+。如果能证明无论 n 多大，{an} 自某项之后任意

两项的差总比 un 小，那么 {an} 就是自敛数列。
对 0 到 N 的每个自然数 i，记 bi = a1 + iuN。{bi}0⩽i⩽N 是递增的等差数列，
从 a1 逐步增长到 M：

a1 = b0 < b1 < · · · < bN = a1 +NuN = M.

从 b0 出发，逐个考察，总有一项大于 {an} 所有的项。设其中最小的下标
是 k。由于 a1 不是上界，所以 k > 0。根据前面的考察方法，存在正整
数 L，bk−1 ⩽ aL < bk，于是 n > L 时总有 bk−1 ⩽ aL ⩽ an < bk。这
说明数列 {an} 自 L 往后的项总在 bk−1 与 bk 之间，即 n,m > L 时总有
|am − an| < bk − bk−1 = uN。
数列 {un}n∈Z+ 趋于 0，因此根据定理 1.1.12，{an} 是自敛数列。
对于单调递减有下界的数列 {an}，数列 {−an} 单调递减且有上界，因此有
极限。记 {−an} 的极限为 x，则 {−an} 收敛到 −x。 □

定理 1.3.2. 有界实数列总有单调子列。

证明： 考虑有界数列 {an}。定义：对数列某一项 an，如果 m > n 时总有
am < an，就说 an 是数列 {an} 的上峰。
从第一项开始，逐项考察每项是否是上峰。
如果有无穷多个上峰，那么把上峰依次序取出作为子列。按照定义，每个上
峰都大于后面所有上峰，所以这个子列单调递减。我们得到了 {an} 的单调
子列。
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如果只有有限多个上峰，设其中最大的下标为 k1，那么按照定义，存在某
个下标 k2 > k1，使得 ak2 ⩾ ak1。而由于 ak2 也不是上峰，又可以找到某个
下标 k3 > k2，使得 ak3 ⩾ ak2。这个过程可以一直进行下去。所以我们得到
了 {an} 的单调递增的子列。
综上所述，无论哪种情况，我们都能得到 {an} 的单调子列。 □

定理 1.3.3. 有界实数列总有收敛子列。

证明： 根据定理 1.3.2，有界数列总有单调子列。根据定理 1.3.1，有界单调
数列总有极限，所以该子列有极限。于是有界实数列总有收敛子列。 □

从集合的角度来看，给定集合 S 与数 x，如果对任意 r > 0，总有 y ∈ S

使得 |x− y| < r，就说 x 是 S 的聚点、附点或极限点。直观来看，这说明
S 中的元素聚拢到 x，或者说被 x“吸附”，或者说离 x 任意近的地方都有
S 中元素，或者说 S 中有一列元素收敛到 x。把有界实数列看作集合，那
么它有收敛子列，就等于说它有聚点。因此，定理 1.3.3也称为聚点定理。

定理 1.3.4. 闭区间套定理 如果实数列 {an}、{bn} 满足：

• ∀ n ∈ Z+, an ⩽ an+1 ⩽ bn+1 ⩽ bn.

• {bn − an} 趋于 0。

则两数列有共同的极限。

证明： 根据条件一，数列 {an} 单调递增，{bn} 单调递减。而且可以推出：
只要 n < m，就有 an ⩽ am ⩽ bm ⩽ bn。这说明 {an} 中任一项都小于等于
{bn} 中任一项。因此数列 {an} 有上界 b1，{bn} 有下界 a1。根据单调收敛
定理，两数列都有极限。而 {bn − an} 趋于 0，所以两极限相等。 □

把 {an}、{bn} 的项放在数轴上来看，考虑闭区间 In = [ an; bn ]，则 I2

在 I1 里面，I3 在 I2 里面，……In+1 在 In 里面。因此，直观上我们讨论的
是一系列连环嵌套的闭区间。我们把这样的一系列区间称为区间套。区间
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的长度越来越小，趋近于 0，最后归于一点。这个点是闭区间套所有区间的
公共点。闭区间套定理告诉我们，只要闭区间套长度收敛到 0，那么这些区
间恰有一个公共点。

定理 1.3.5. 有限覆盖定理
给定 S ⊆ R，设 J = {Ik} 是一系列区间的集合。如果 S 中任何元素 x 都
属于 J 中某个区间 Ik，就说 J 覆盖 S，S 被 J 覆盖。如果 J 的元素都是
开区间，就说 J 是 S 的开覆盖。
给定闭区间 [ a; b ]。对于 [ a; b ] 的任意开覆盖 J，都能在 J 中找到有限个开
区间：I1, I2, · · · , Im，使得 {Ik}1⩽k⩽m 也是 [ a; b ] 的开覆盖。

证明： 为了好说话，我们引入以下说法：

• 如果 S ⊆ [ a; b ] 可以被 J 中有限个开区间覆盖，就说 S 有限可盖；
• 否则就说 S 有限不可盖。

根据覆盖的定义，我们有以下结论：

• 如果 x ∈ [ a; b ]，那么按定义，x 属于 J 中某个开区间。
• 如果集合 S1 有限可盖，S2 有限可盖。设它们分别被分别被 n1、n2 个
区间覆盖。那么，这 n1 + n2 个区间就能覆盖 S1、S2 的并集。因此，
S1、S2 的并集有限可盖。

下面用反证法加二分法证明，[ a; b ] 有限可盖。

反设 [ a; b ]有限不可盖。把 [ a; b ]二等分，分为区间
[
a; a+b

2

]
和
[

a+b
2
; b
]
。

则这两个区间至少有一个有限不可盖。不妨设
[
a; a+b

2

]
有限不可盖，将它

记为 [ a1; b1 ]，[ a; b ] 记为 [ a0; b0 ]。继续将 [ a1; b1 ] 等分成两个闭区间，其中
又至少有一个有限不可盖。如此操作，就得到一个长度趋于 0 的闭区间套
{[ ak; bk ]}k∈N，每个都有限不可盖。

根据闭区间套定理，这些闭区间有公共点 c ∈ [ a; b ]。按定义，c 属于
J 中某个开区间 (x; y)。为了好说话，设 r 为 y − c、c − x 中较小者，则
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(c− r; c+ r) ⊆ (x; y)。

另一方面，由于闭区间套长度趋于 0，我们总能找到某个有限不可盖的
闭区间 c ∈ [ an; bn ]，使得

bn − an < r.

这说明 bn < c+ r、an > c− r，于是：

[ an; bn ] ⊆ (c− r; c+ r) ⊆ (x; y).

这说明 [ an; bn ] 有限可盖。矛盾！

因此，[ a; b ] 有限可盖。

□
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2.1 函数与极限

定理 2.1.1. 有界集合必有确界
有上（下）界的非空实数集合必有上（下）确界。

证明： 考虑非空实数集合 S，设它有上界 M。设 S 的上界集合为 S上，我
们要证明 S 有上确界，即 S上 有最小元素。

考虑 S 中元素 a。如果 S 中没有元素比 a 大，那么 a ∈ S上。比 a 小
的数按定义不是 S 的上界，因此 a 就是 S 的上确界。

如果 S 中有元素比 a大，换句话说，闭区间 [ a;M ]中有 S 的元素。接
下来我们用二分法构造区间套，找出 S 的上确界。

把集合元素想象成河水，我们要测量河的“水位”。把闭区间 [ a;M ]分
成两半。如果上半“有水”，那么“水位”在上半部分，否则在下半部分。比
而照之，再把所在的部分分为两半……每步操作都取旧区间的一半，新得
到的区间是旧区间的子区间，区间长度减半，因此区间长度趋于 0。这个区
间套的每个区间左端都不是集合的上界，右端都是集合的上界。左端构成
递增数列，右端构成递减数列，它们的差趋于 0。根据区间套定理，这个区
间套最终归于一点 x。

153
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由于区间套中每个区间右端都是集合 S 的上界，即都大于等于集合中
任何元素，所以它的极限 x 也大于等于 S 中任何元素。因此，x 是 S 的上
界。

另一方面，S 的任何上界 y 都大于等于 S 中任何元素，因此，它大于
等于区间套中每个区间的左端。也因此，根据定理 1.1.4，它大于等于 x。这
说明 x 是最小的上界。这样我们就找到了 S 的上确界。

对于有下界的集合，用类似的方法可以找到 S 的下确界。

□

从证明中还能得到以下推论：

定理 2.1.2. 有上（下）界的非空实数集合中可以找出趋于其上（下）确界
的数列。

定义 2.1.1. 实变函数在一点的极限
设 f 是实变函数，a 是实数。如果任何在 f 定义域中的数列 {an}n∈Z+，只
要它趋于 a，{f(an)}n∈Z+ 就趋于同一个极限 b，那么就说 b 是函数 f 在 a

处的极限。或者说自变量趋于 a 时，f 趋于或收敛到 b，记作：

lian
x→a

f(x) = b.

函数的极限是连续性质的体现：

定义 2.1.2. 函数在一点连续
若实变函数 f 在定义域中一点有极限，则称它在该处连续。若函数在集合
S 中每处都连续，则称它在 S 上处处连续或简称在 S 上连续。。

要注意的是，定义极限时，我们默认总有 f 定义域中的数列趋于 a，因
此 a 应该是 f 定义域的极限点。我们把这一点视为默认前提，但也有教材
会要求明确写出。

为了更细致地分析函数在一点附近的性质，还需要定义：
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定义 2.1.3. 实变函数在一点的去心极限
设 f 是实变函数，a 是实数。如果任何在 f 定义域中的数列 {an}n∈Z+，只
要它的通项总不等于 a 且趋于 a，{f(an)}n∈Z+ 就趋于同一个极限 b，那么
就说 b 是函数 f 在 a 附近的极限，也叫做 f 在 a 处的去心极限，记作：

lim
x→a

f(x) = b.

去心极限是极限的“弱化”版本，它仅仅讨论自变量在一点附近的性
质。因此，函数在一点有去心极限，不一定有极限。一个简单的例子是函数
在一点取值“脱线”的情况：把连续函数在一点的值改成别的值，它在该点
附近仍然趋于“应该经过”的地方，但函数值已经不是这个值了。比如：

f : x 7→

1 如果x 6= 0

7 如果x = 0

f 是把常函数 x 7→ 1 在 0 处的值改为 7 的结果。显然 f 在 0 处没有极限，
因为常数列 {0} 映射后的极限是 7，与趋于 0 的非零数列映射后的极限不
同。但按照去心极限的定义，f 在 0 附近有极限 1，和函数值不相等。去心
极限也可以视为从函数定义域中去掉该点后讨论的极限。很多教材会把去
心极限视为标准的极限定义，读者应当注意区分。

去心极限的定义自然延伸到去心左极限和去心右极限。设 f 是实变函
数，a 是实数。如果任何在 f 定义域中的数列 {an}n∈Z+，只要它的通项总
小（大）于 a 且趋于 a，{f(an)}n∈Z+ 就趋于同一个极限 b，那么就说 b 是
函数 f 在 a 左（右）旁的极限，也叫做 f 在 a 处的左（右）去心极限。左
右去心极限分别记作：

lim
x→a−

f(x) = b 和 lim
x→a+

f(x) = b.

为了便于讨论去心极限，我们引入去心邻区间的概念：设 d > 0，则称
集合 (a − d; a) ∪ (a; a + d) 为 a 的 d-去心邻区间，简称去心邻区间，记作
◦
U (a, d)。用去心邻区间可以这样定义去心极限：
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定义 2.1.4. 实变函数在一点的去心极限
设 f 是实变函数，a, b 是实数。如果对任何 r > 0，都存在 d > 0，使得对 f

定义域与 a 的 d-去心邻区间交集中的任意 x，f(x) 到 b 的距离小于 r，就
说 b 是函数 f 在 a 附近的极限或 a 处的去心极限。

用去心极限还能定义去心连续和去心左（右）连续：

定义 2.1.5. 若实变函数 f 在 a处有去心极限，就说 f 在 a处去心连续。若
f 在 a 处有左（右）去心极限，就说 f 在 a 处左（右）去心连续。

如果不同函数在同一处的函数值总有相同的大小关系，那么它们的极
限也有和数列极限类似的性质：

定理 2.1.3. 同归定理 设实变函数 f、g、h 在点 a 的（去心）邻区间 U 上
有定义，且在 U 上总有 g ⩽ f ⩽ h，即：

∀ x ∈ U, g(x) ⩽ f(x) ⩽ h(x).

那么，如果 g、h 在点 a 都有（去心）极限 l，则 f 在点 a 也有（去心）极
限 l。

证明： 首先讨论去心版本：我们可以假设在 f、g、h 的定义域中“挖去”
点 a，这样在 a 处的去心极限就和极限一致。

按照定义，对任意正数 r > 0，存在 dg > 0，使得只要 x ∈
◦
U (a, dg)，

就有 |g(x) − l| < r。同理，有 dh > 0，使得只要 x ∈
◦
U (a, dh)，就有

|h(x)− l| < r。这说明，取 d 为 dg、dh 的较小者。只要 x ∈
◦
U (a, d)，就有

l − r < g(x) ⩽ f(x) ⩽ h(x) < l + r.

因此，x 趋于 a 时，f(x) 也趋于 l。

再讨论不去心的版本：如果 g、h 在点 a 都有极限 l，那么 f 在 a 处的
值只能是 l。于是结论成立。 □
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要注意的是：去心版本的同归定理能够更灵活地处理具体问题，比不
去心版本更“强力”。比如，函数 f 在 a 处的值如果改变，那么不去心版本
的条件“在 U 上总有 g ⩽ f ⩽ h”不再满足，但去心版本仍然可用。

和单调数列一样，单调函数也有更好的极限性质。我们知道，有界单调
数列总收敛。对于函数来说，有界的单调函数也有类似的收敛性质。

定理 2.1.4. 单调函数的极限
只要条件允许，单调函数在定义域中任一点旁总有左极限和右极限。

首先来理解一下这个表述。考虑一个单调递增函数。如果函数在一点 a

及其左旁有定义，那么从左边靠近点 a 时，函数值不断增大，就和单调递
增数列一样。而函数在 a 处有定义，所以左旁的函数值总比它小。这就和
有上界的单调递增数列的情况类似。可以证明，函数值总会趋于一个极限。
要注意的是，这个极限是去心极限，不一定是 f(a)。f(a) 只起到划出上界
的作用。

证明： 考虑单调递增函数 f，设其定义域为 D。对 D 中任何元素 a，考虑
D左 = {x ∈ D | x < a}。只要 D左 不是空集，考虑 f 在 D左 上的值域 I左a 。
根据函数的单调性质，非空集合 I左a 有上界 f(a)。因此，根据定理 2.1.1，它
有上确界 b。根据上确界的定义，b ⩽ f(a)。下面证明 b 是 f 在 a 左旁的极
限。

根据 b的定义，对任意 r > 0，b−r不是 I左a 的上界，因此总有 xr ∈ D左

使得 f(xr) > b− r。而 f 是单调函数，所以对任意 x ∈ (xr; a) ∩D，总有：

b− r < f(xr) ⩽ f(x) ⩽ b.

这就说明 b 是 f 在 a 左旁的极限。

同理，考虑单调递增函数 f 在 a 右旁的表现，用类似的方法可以证明
它在 a 右旁有极限。对于单调递减函数，也可以用类似的方法证明。 □
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考虑将 fQ : x 7→ 2x 延拓到实数域上的问题。我们可以把 fR 写成：

fR(x) =

 2x x ∈ Q
lian
u→x

2u x /∈ Q

这个定义是可行的。下面证明 fR 保存了 fQ 的良好性质。

定理 2.1.5. 指数函数严格单调递增 若有实数 a < b，则 fR(a) < fR(b)。

证明： 若 a, b ∈ Q，结论显然。否则，考虑 a < q1 < q2 < b，q ∈ Q。由定
理 1.2.7可知 q1, q2 存在。按定义，

fR(a) = lian
u→a

2u = lian
n→∞

2un .

其中 {un} 是任意趋于 a 的有理数列。考虑 q1 − a > 0，有正整数 N 使得
n > N 时总有

|un − a| < q1 − a.

这说明 n > N 时总有 un < q1，从而有 2un < 2q1。于是根据定理 1.1.4，
fR(a) ⩽ 2q1。

同理可证，fR(b) ⩾ 2q2。因此，

fR(a) ⩽ 2q1 < 2q2 ⩽ fR(b).

□

定理 2.1.6. 指数函数的基本性质
∀a, b ∈ R, fR(a+ b) = fR(a) · fR(b).

证明： 按定义，无论 a, b 是有理数还是无理数，都有

fR(a) · fR(b) = lian
u→x

2u · lian
v→x

2v

= lian
n→∞

2un · lian
n→∞

2vn

= lian
n→∞

2un+vn
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其中 {un} 是某个趋于 a 的有理数列，{vn} 是某个趋于 b 的有理数列。而
{un + vn} 趋于 a+ b，因此

fR(a) · fR(b) = lian
n→∞

2un+vn = fR(a+ b).

注意在论证 fR 定义良好时已经论证了极限的唯一性。这里不需要再论证所
有趋于 a+ b 的有理数列都能写成 {un + vn} 的形式了。 □

最后证明 fR 的连续性质。设 a 为任意实数。由于 fR 单调递增，根据
定理 2.1.3，fR 在 a 处有左极限 a− 和右极限 a+。只需证明 a− = a+。考虑
数列

{
a− 1

2n

}
n∈Z+ 和

{
a+ 1

2n

}
n∈Z+，它俩一个从左边趋近 a，一个从右边

趋近 a，因此函数值分别趋于 a− 和 a+。另一方面：

∀n ∈ Z+, fR

(
a+

1

2n

)
= fR

(
a− 1

2n

)
· fR

(
1

n

)
= fR

(
a− 1

2n

)
· 2

1
n .

取极限即得：
a+ = a− · 1 = a−.

这就说明 fR 在 a 处连续。

2.2 连续函数的性质

定理 2.2.1. 闭区间上的连续函数总是有界函数。

证明： 给定闭区间 [ a; b ]上的连续函数 f，我们用反证法证明它有上界。用
同样的方法可以证明它有下界。

给定 u ⩽ w ⩽ v。任何函数如果在 [ u;w ] 和 [w; v ] 上都有上界，那么
在 [ u; v ] 必然也有上界。

有介于此，反设 f 在 [ a; b ]上无上界，那么我们找 [ a; b ]的中点，把它
分成两部分：

[
a; a+b

2

]
和
[

a+b
2
; b
]
。f 不能在这两个区间上都有上界，也就

是说，至少在其中一个区间上无上界。
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不妨设 f 在
[
a; a+b

2

]
上无上界，我们把它记为 [ a1; b1 ]。按上面的方法

可以再将它平分为两个区间。f 至少在其中一个区间上无上界。我们继续选
择使 f 无上界的区间。

依此不断操作，我们构造出一个区间套：{[ an; bn ]}n∈Z+，其长度趋于
0。因此，根据闭区间套定理 1.1.4，区间套最终趋于一个数 x。

x 在 [ a; b ] 中，f(x) 也是实数。f 在 x 处连续，因此，对于正实数 1，
有 d > 0，使得 [ x− d; x+ d ] 中任何数 u 都满足

|f(u)− f(x)| < 1.

根据闭区间套定理，区间套左端 {an} 和右端 {bn} 分别是递增和递减的数
列，极限都是 x，因此，对于正实数 d，有正整数 N，使得 n > N 时总有
|an − x| < d、|bn − x| < d，即 x− d < an < bn < x+ d。然而，这说明区间
[ an; bn ] 中任何数的函数值与 f(x) 的差距小于 1。这说明 f 在 [ an; bn ] 上
有界。矛盾！因此 f 有上界。

□

闭区间上的连续函数有上下界，因此它的值域是有界集合，于是有上
确界和下确界。那么，上下确界是否在值域中呢？答案是肯定的：

定理 2.2.2. 闭区间极值定理 设有闭区间 [ a; b ] 上的连续函数 f，则存在
[ a; b ] 中元素 u小 和 u大，使得

∀x ∈ [ a; b ], f(u小) ⩽ f(x) ⩽ f(u大).

闭区间极值定理说明，f 在 u小 上取得最小值，在 u大 上取得最大值。
它们分别是 f 值域的上下确界。

证明： 记 f 的值域为 V = {f(x) | x ∈ [ a; b ]}。根据定理 2.2.1，V 是有界集
合，因此有上下确界：v大 和 v小。只需证明有 [ a; b ]中元素 u小 和 u大，使得

f(u小) = v小, f(u大) = v大.
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对任何正整数 n，考虑 [ a; b ] 中比 v大 − 1
n
大的数的集合：

In =

{
x ∈ [ a; b ]

∣∣∣∣ f(x) > v大 − 1

n

}
.

v大 是 V 的上确界，所以这样的集合总不是空集。我们可以在每个 In 中找
一个元素 un，数列 {f(un)} 的第 n 项与 v大 的差距小于 1

n
，所以 {f(un)}

趋于 v大。

下面用数列 {un} 找出我们要的 u大。

数列 {un} 是有界数列，因此，根据定理 1.3.3，它有收敛子列。设子列
{uϕ(n)} 收敛到某个数 u，则 u ∈ [ a; b ]。数列 {f(uϕ(n))} 是收敛 {f(un)} 的
子列，因此也收敛到 v大。

由于 u ∈ [ a; b ]，f 在 u 处连续，因此，{f(uϕ(n))} 收敛到 f(u)。但收
敛数列的极限是唯一的。所以，f(u) = v大。u 就是我们要找的 u大。

同理，我们可以找出 u小。 □

定理 2.2.3. 连续函数传递极限的不等式 设 f 在一点 a 连续，数列 {an} 趋
于 a，数列 {f(an)} 有定义。

• 如果 {f(an)} 的项总小于（等于）数 b，那么 f(a) ⩽ b。
• 如果 {f(an)} 的项总大于（等于）数 b，那么 f(a) ⩾ b。

证明： 首先证明第一个性质。用反证法。反设 f(a) > b，则 r = f(a)−b > 0。
根据定义，{f(an)} 趋于 f(a)，因此，存在正整数 N，使得 n > N 时总有
|f(an)− f(a)| < r，于是 f(an) > f(a)− r = b。矛盾！因此 f(a) ⩽ b。

同理可以证明第二个性质。 □

可以注意到这个定理和定理 1.1.4的相似之处。类似结论可以推广到同
函数两点、不同函数同一点和不同函数两点的不等关系。
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定理 2.2.4. 介值定理 设函数 f 在区间 [ a; b ] 上连续。那么 f(a) 和 f(b) 之
间任一个数 v，总是 (a, b) 中某个数 u 经过 f 得到的值：f(u) = v。

证明： 不妨设 f(a) < v < f(b)。考虑由 [ a; b ] 中所有函数值小于等于 v 的
数构成的集合：

Iv = {x ∈ [ a; b ] | f(x) ⩽ v}.

它是 [ a; b ] 的子集，所以是有界集合。又因为 f(a) < v，所以 Iv 不是空集。
根据定理 2.1.1，它有上确界 u ∈ [ a; b ]。

下面证明 f(u) = v。

首先，在 Iv 中找一个趋于 u 的数列，由于其每一项的函数值都小于
等于 v，所以根据定理 2.2.3，f(u) ⩽ v。也就是说，要么 f(u) = v，要么
f(u) < v。下面证明 f(u) 不可能小于 v。

反设 f(u) < v，那么 r = v − f(u) > 0。由于 f 在 u 处连续，存在
d > 0，使得只要 |x− u| < d，就有 |f(x)− f(u)| < r。由于 f(b) > v，所以
u < b。于是，可以在区间 (u, u+ d) 中取小于 b 的元素 w。对 w 来说，

f(w) < f(u) + r = v.

这说明 w ∈ Iv。但 w > u。这与 u 是 Iv 的上确界矛盾！因此 f(u) 不可能
小于 v。因此，f(u) = v。

如果 f(b) < v < f(a)，考虑由 [ a; b ] 中所有函数值大于等于 v 的数构
成的集合。用同样的方法可以证明集合的上确界 u 存在，并且 f(u) = v。

□

以上几个闭区间上连续函数的定理合起来，可以推出：

定理 2.2.5. 闭区间上的连续函数，值域是闭区间。
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证明： 设有闭区间 [ a; b ]上的连续函数 f。根据闭区间极值定理，f 在 [ a; b ]

上的值域 V 有上确界 v上 = f(u上) 和下确界 v下 = f(u下)。其中的 u上 和
u下 都在区间 [ a; b ] 中。

根据介值定理，对 v上 和 v下 之间的任何数 v，总有 u上 和 u下 之间的
数 u，使得

v = f(u),

而 u 在区间 [ a; b ] 中。这说明区间 [ v上; v下 ] 是 V 的子集。

反之，由于 v上 和 v下 是 V的上下界，所以 V是区间 [ v上; v下 ] 的子集。

因此两者相等。f 在 [ a; b ] 上的值域就是上下确界决定的闭区间。

□

思考 2.2.1.
1. 开区间上的连续函数，值域可能是怎样的？举例说明你的猜想。
2. 怎样的连续函数，值域是区间 [ a; b)？举一个例子。
3. 设有闭区间 [ a; b ] 上的连续函数 f，f(a) < f(b)。
3.1. 设 v 介于 f(a) 和 f(b) 之间。

考虑集合 Iv = {x|f(x) = v}。它是否可能恰好有两个元素？你认为它的元
素个数可以有什么特征？

3.2. 如果 v 不在 f(a) 和 f(b) 之间。Iv 的元素个数可以有什么特征？

习题 2.2.1.
1. 考虑定义在 R 上的函数：

f : x 7→

{
1
q
如果x = p

q
为有理数

0 如果x为无理数

1.1. 证明：如果 x 是有理数，则 f 在 x 处不连续。
1.2. 证明：对任意正整数 q 和任意区间 I，I 中分母小于 q 的有理数

个数有限。
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1.3. 如果 x 是无理数，证明：对任意正实数 r，总能找到正实数 d，
使得对 (x− d; x+ d) 中的任何数 u，f(u) 都小于 r。

1.4. 证明：如果 x 是无理数，则 f 在 x 处连续。
2. 设函数 f 在 R 上连续，且 f 在正无穷和负无穷处都有极限。证明：

f 是有界函数。
3. 设 f 是在 R 上处处连续的周期函数。我们希望证明：
如果 f 不是常函数，那么 f 有最小正周期 T > 0。
考虑集合 A = {t | t > 0, 且 ∀x ∈ R, f(x+ t) = f(x)}。

3.1. 证明：A 有下确界 a。
3.2. 如果 a = 0，证明：对任何实数 x、y，任何正实数 d，总能找到 u

使得 f(u) = f(y)，且 |x− u| < d。
3.3. 证明：a > 0.

3.4. 证明：a 也是 f 的周期，因此是它的最小正周期。

2.3 一致连续

定义 2.3.1. 一致连续 设有定义在区间 I 上的函数 f。如果对任意 r > 0，
总有 d > 0，使得区间中距离小于 d 的任意两个数 x, y，函数值的差都小于
r，就说 f 在 I 上一致连续。

一致连续的定义非常复杂拗口。我们把它拆分理解。

我们知道，函数在某处连续是局部的性质。一致连续是把这种局部的
性质加强到一段区间上。

函数在 a 处连续，就是说当自变量足够接近 a 时，函数值和 f(a) 的差
足够小。一致连续不考虑某个特定的 a 点，而是要求区间上任意两点。只
要两点足够接近，就要求它们的函数值差距足够小。

从另一个角度来看，说函数在区间上连续，那么自变量 x 趋近区间中
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任意点 a时，函数值 f(x)都收敛到该点的函数值 f(a)。但由于连续是局部
性质，对不同的点，函数收敛到该点函数值的“快慢”可以不一样。

而一致连续则保证，对区间中不同的点，函数值收敛“步调一致”。即
对每个 r > 0，有同一个 d，使得只要 |x− a| < d，就有 |f(x)− f(a)| < r。
其中的 a 可以是区间中任意点。

因此，函数如果在区间上一致连续，就一定在区间上连续。但是，反过
来并不成立。函数在区间上连续，不一定就一致连续。以下是一个反例：

例子 2.3.1. 记区间 I = (0; 1)。定义在 I 上函数 f : x 7→ 1
x
。不难证明，f

在 I 上连续。

但是，给定 r = 1，注意到：∣∣f (2−n
)
− f

(
2−(n+1)

)∣∣ = 1

2−(n+1)
− 1

2−n
= 2n+1 − 2n = 2n.

而
∣∣2−n − 2−(n+1)

∣∣ = 2−(n+1)。

因此，不论 d > 0多么小，我们都可以取足够大的 n，使得 2−n、2−(n+1)

两点的距离：2−(n+1) 小于 d，而函数值之差为 2n > r。于是 f 在 I 上不是
一致连续的。

什么时候连续就等于一致连续呢？我们有以下结论：

定理 2.3.1. 闭区间上的连续函数一致连续。

证明： 设有闭区间 [ a; b ]上的连续函数 f。给定 r > 0，我们希望找到 d > 0，
使得距离小于 d 的两个数，函数值的差就小于 r。对 x ∈ [ a; b ]，由连续性
定义，有 h > 0，使得只要 |t− x| < 2h，就有 |f(t)− f(x)| < r

2
。可惜，这

里的 h 取决于 x。我们可以建立函数，把每个 x 映射到对应的 h：

H : x 7→ h.
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考虑开区间的集合 {(x−H(x), x+H(x))}x∈[ a;b ]，它是 [ a; b ] 的开覆盖。因
此，根据有限覆盖定理，可以在其中找到有限个开区间 {(xk −H(xk), xk +

H(xk))}1⩽k⩽n，把 [ a; b ] 覆盖。

记这有限个开区间中长度最小的为 (x0−h0; x0+h0)，下面证明：[ a; b ]
中任两个数 x, y，只要两者距离 |y − x| < h0，函数值的差就小于 r。于是
h0 就是我们要找的 d。

按照开覆盖定义，x 属于有限覆盖中的某个开区间 (xk − H(xk); xk +

H(xk))，于是 |x− xk| < H(xk)。而

|y − x| < h0 ⩽ H(xk),

因此
|y − xk| ⩽ |y − x|+ |x− xk| < H(xk) +H(xk) = 2H(xk).

按函数 H 的定义，

|f(x)− f(xk)| <
r

2
, |f(y)− f(xk)| <

r

2
.

于是
|f(x)− f(y)| ⩽ |f(x)− f(xk)|+ |f(y)− f(xk)| < r.

□

从以上证明，可以看到有限覆盖定理使用方法：把闭区间用无限个开
区间覆盖，然后缩减为有限个开区间。这里无限开覆盖的方法可以是非常
难以捉摸的。有限覆盖定理则向我们保证：无论开覆盖多么古怪，多么苛
刻，总能缩减为有限覆盖。这种“化无限为有限”的能力是非常有用的。


